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iffISO 



Questo catechismo sarà diviso in tre parli, delle quali 
sono già uscite in luce la prima , e la seconda sezione 
della prima parte , che comprendono la Geometria Piana 
e Solida 

Ci eravamo proposto di pubblicare al più presto pas- 
sibile la terza sezione, che serve a rendere compiuta la 
prima parte accennata: ma essendo già esaurita la prima 
edizione della Geometria Piana, siamo stati obbligali a 
metter mano alla seconda; e però la pubblicazione della 
nominata terza sezione sarà fatta a miglior tempo. - 

In questa seconda edizione abbiamo accuratamente ri- 
veduto tutto il lavoro, a fine di rendere la Geometria Pia- 
na più facile ad apprendersi, ed a ritenersi: nel che con- 
siste principalmente lo scopo, cui è destinato un libro ele- 
mentare. Quindi non solo ci siamo sforzati di esporre 
le proposizioni con maggior chiarezza , ma abbiam 
ancora fatto al testo non poche aggiunte, che servono a 
dare maggior luce ad alcune importanti teoriche. 

Finalmente in una nota messa in line del libro si tro- 
veranno sottoposti a rigido esame alcuni punti essenziali 
della scienza , affinchè la gioventù studiosa possa cono- 
scere le ragioni che ci hanno indotti ad esporre la Geo- 
metria Piana in un modo notevolmente diverso da quello 
comunemente seguilo. Confidiamo adunque che i nostri 
sforzi riescano di qualche utilità agli studiosi, e sarà questo 
1 solo compenso clic ci aspettiamo della fatica durata. 
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CAPITOLO PRIMO 




NOZIONI PRELIMINARI. 



. ^” ra f ,c ^ ?zza dicesi tulio ciò eh’ è suscettivo di accrescimento e 
dj diminuzione; tolto ciò, di cui si può assegnare o concepirei! dop- 
pio o la metà, il triplo o la terza parte, ecc. 

_ 2 . Grandezza discreta o Numero è la collezione di più cose , o di 
piu parti sìmili e separate; come dieci stelle, sette cavalli, otto duca- 
ti , ecc. , e si chiama unità una di quelle cose, o di quelle parli si- 
mili. 

3. Grandezza continua è quella, che si considera come un sol lut- 
to, senza distinzione di parli. Si manifestano in tal modo ^estensione 
de corpi in generale, ed in particolare i loro contorni, e le facce che 
ne determinano le forme. 

4- Il carattere proprio e distintivo dell’estensione è dunque ripo- 
sto nel legame o continuità delle parli , che non si possono nè scor- 
gere, nè numerare. Al contrario nel numero si considera solamente 
la quantità , ossia si considera quante cose o parti simili contiene. 

5. E poiché ogm‘ grandezza si può ridurre a numero, paragonan- 
dola ad un altra della stessa specie presa per unità, è addivenuto che 
la parola quantità si è appropriata alla grandezza in generale, chia- 
mandosi quantità continua la grandezza considerata come continua, 
per distinguerla dal numero , che si è chiamalo quantità discreta o 
discontinua. 

6. Le scienze Matematiche hanno per soggetto le grandezze. Esse 
esaminano le relazioni di sito , le proprietà che presentano le forme 
dei corpi in quanto alla loro estensione, ed i rapporti di quantità che 
risultano dal loro confronto. 



Digitized by Google 




6 



SEZIONE DUMA 



7. Ciascuna delle scienze accennate ha un nome particolare secon- 
do l’oggetto che contempla. Base e fondamento di tutte è l’ Aritmetica 
che considera specialmente i numeri. Di questa non ci occuperemo 
nella prima parte del Catechismo , ma supporremo che si cono- 
scano le operazioni principali di essa; le quali bastano a far compren- 
dere pienamente quanto esporremo intorno alla Geometria. 

8. La Geometria considera la grandezza continua ; e perciò vien 
chiamala la scienza dell' estensione. 

9. L’estensione ha tre dimensioni, lunghezza, larghezza, e profon- 
dità. 

10. La linea è una lunghezza senza larghezza. 

1 1. I termini o estremità di una linea si chiamano punti. 

Il punto con ha dunque alcuna estensione. 

12. La linea retta è la più breve di tutte quelle linee , che si pos- 
sono condurre da un punto ad un altro. 

Quindi la distanza di due punti è la lunghezza della linea retta 
che unisce questi due medesimi punti. 

1 3 . Ogni linea che non è retta , nè composta di linee rette, dicesi 
linea curva. 

Cosi ( lìg. 1 ) AB è una linea retta, ACDB una linea spezzata o 
composta di lineo rette, ed AEB è una linea curva. 

i 4 ~ La Superjìcie è ciò che ha lunghezza e larghezza , senza pro- 
fun 'ita. 

ih'. La Superficie piana, o più semplicemente il Piano , è quella 
superfìcie nella quale prendendo due punti ad arbitrio, ed unendoli 
con una linea retta, questa linea trovasi tutta intera nella superficie. 

16. Ogni superficie, che non è piana , nè composta di superficie 
piane dicesi Superjìcie curva. 

17. Solido o corpo è ciò che riunisce le tre dimensioni dell’esten- 
sione. 

18. La circonferenza del cerchio (fig. 2) è una linea curva AFD 
esistente in un piano, i cui punti sono tutti ugualmente distanti da un 
un punto interno C, che si chiama centro. 

19. La superficie piana terminata d’ogni intorno dalla circonferen- 
za dicesi cerchio o circolo. 

20. La retta condotta dai centro ad un punto della circonferenza 
appellasi raggio. 

ai. Ogni retta come AB che passa pel centro C , e termina alla 
circonferenza dall’una e dall’altra parte, si dirà diametro. 

22. In virtù della definizione del cerchio è evidente che tutti i rag- 
gi AC , CE , CD, CB , CF , ecc., sono uguali fra loro, come pure 
tutti i diametri, c che ogni diametro è doppio del raggio. 

s 3 . Una porzione qualunque della circonferenza dicesi arco. 

aj. . La corda 0 sottesa dell’arco è la linea retta che unisce le sue 
due estremità. 

•z 5 . La circonferenza del cerchio è la sola linea curva che si con- 
sidera negli elementi di geometria. Essa può concepirsi come gene- 
rata dal molo di uua linea retta situata in un piano , e di cui una 
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estremila rimane fissa nel centro , mentre l’altra gira finché ritor- 
ni al suo primo luogo. < 

26. Le definizioni del punto , della linea , della superficie , e del 
solido hanno la loro origine nelle idee comuni a tutti gli uomini, ma 
siccome ciò non apparisce a prima vista, cosi hanno bisogno di essere 
dilucidate, affinché si possa veder chiaramente che i primi inventori 
ricavarono dalle idee accennate i principj ed i germi delle conoscenze 
geometriche. 

Tutto ciò che non è corpo, o che non è attributo di un corpo non 
può cadere sotto i nostri sensi. Altronde se si togliesse ad un corpo 
una delle sue tre dimensioni, esso cesserebbe di esistere. Ciò non o- 
stante la geometria considera il punto come non avente alcuna esten- 
sione, la linea come estesa solamente in lunghezza, e la superficie 
come una lunghezza e larghezza, senza profondità. Da ciò alcuni 
filosofi hanno dedotto che i punti, le linee, e le superficie sono pure 
astrazioni , che non possono appartenere ad alcuno oggetto posto 
fuori di noi; e quindi sono passati a metter in dubbio la certezza e la 
utilità della geometria medesima, negando l’esistenza delle parti del- 
l’estensione, di cui essa esamina le proprietà. 

Tutte queste difficoltà svaniscono, ove si rifletta che il punto , la 
linea , e la superficie esistono realmente, abbenchè non si possano 
separare dal corpo, di cui sono gli attributi. Infatti siasi qualunque 
il corpo, che si considera , esso è necessariamente terminato, senza 
di che non sarebbe distinto dallo spazio indefinito. Ora, i termini, 
che lo circoscrivono, sono le superficie le quali hanno per termini le 
linee , e queste stesse vanno a terminare ne’ punti. E non solamente 
questi termini esistono, ma di più cadono sotto ai nostri sensi, dappoi- 
ché col loro mezzo arriviamo a conoscere la figura dei'corpi. 

Che se poi la geometria considera i punti indipendentemente dalle 
linee, le linee indipendentemente dalle superficie, e le superficie in- 
dipendentemente dai solidi , ciò deriva dalla limitazione del nostro 
intelletto, che non polendo comprendere distintamente più cose ad 
un tratto, è costretto a separare per astrazione ciò che la natura ha 
congiunto con indissolubile legame. L’utilità di questa astrazione si 
manifesta in infiniti casi, ne’quali si deve esaminare una sola dimen- 
sione , trascurando le altre ; come avviene quando si vuol sapere 
l’ altezza di una torre senza aver riguardo alla sua larghezza, ed alla 
sua lunghezza, la larghezza di un fiume senza la lunghezza e profon- 
dità dello stesso, ecc. Da ciò si vede che la geometria ha il suo fonda- 
mento nelle idee comuni a tutti gli uomini; e che lo studio di essa è 
di una immensa utilità. 

Spiegazione di alcuni termini. 

27. Il metodo che comunemente si adopera nella esposizione della 
geometria, consiste specialmente nel ridurre le verità di questa scien- 
za ad altrettante proposizioni, cui si danno diversi nomi, secondo la 
natura di esse. 
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28 . Teorema è ima proposizione , la quale diviene evidente per 
mezzo di un ragionamento, che chiamasi dimostrazione. 

29 . Problema è una quistione proposta, che esige una soluzione. 

30. Lemma è una proposizione, che si premette per facilitare la di- 
mostrazione di un teorema, o la soluzione di un problema. 

31. Corollario è la conseguenza, che si deduce da una , o da più 
proposizioni. 

3a. Scolio è una osservazione, che si fa sopra una o più proposi- 
zioni precedenti, diretta a far conoscere il loro legame, la loro gene- 
ralità, o la loro limitazione. Talvolta lo scolio si premette come prepa- 
razione alle proposizioni che seguono, e talvolta ancora si adopera 
per legittimare o per dichiarare un qualche principio. 

33. La geometria non potrebbe giugnere a dimostrare i teoremi, 
ed a risolvere i problemi senza appoggiarsi ad alcuni principj che so- 
no inerenti al soggetto proprio di questa scienza ; e che si devono 
premettere ed accettare senza alcuna dimostrazione; poiché se tutto 
si dovesse dimostrare, non esisterebbe più alcuna scienza. I principj, 
di cui è parola, si contengono negli assiomi ,e ne 1 postulati o aimanae. 

Degli Assiomi. 

3J.. Assioma è una proposizione, che non ha bisogno di dimostra- 
zione 

35. La Geometria si vale di due specie di assiomi, cioè di quelli 
che le sono comuni coll’ Aritmetica; e di quelli che spettano ad essa 
sola. 

3G. Gli assiomi comuni all' Aritmetica ed alla Geometria si chia- 
mano ancora notizie comuni , e sono i seguenti : 

I. Il lutto è maggiore di qualunque sua parte, ed è uguale alla 
somma delle parli, nelle quali è stato diviso. 

IL Due quantità uguali ad una terza sono uguali fra loro. 

III. Se a quantità uguali si aggiungono, o si tolgono altre uguali 
o una medesima comune ad ambedue, le somme, o i residui saranno 
uguali. 

IV. Se a quantità disuguali si aggiungono, o si tolgono quantità u- 
guali, o una stessa ad entrambe comune, le somme, o i residui sarau- 
no disuguali : 

V. Le quantità che sono doppie , triple , quadruple, ece., di una 
medesima quantità, sono uguali fra loro. 

VI. Le quantità che sono la metà, la terza parte, la quarta parte, 
eco., di una stessa quantità, sono uguali fra loro. 

3j. Gli assiomi proprii della Geometria sono : 

I. Due grandezze sono uguali quando soprepposte una all’ altra 
coincidono in tutta la loro estensione. 

II. Da un punto ad un altro non si può condurre clic una sola li- 
nea retta: ovvero, due linee rette non chiudono spazio. 

III. Due lince rette non possono avere uu segmento, ossia una 
parte comune senza coincidere 1 ’ una coll’altra : ovvero , una linea 
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retta non può prolungarsi dall’ una e dall’ altra parte che in un solo 
modo. 

38. Corollario. Da ciò si deduce che due punti bastano a deter- 
minare la direzione o posizione di una linea retta; e per conseguen- 
za due linee rette che hanno due punti comuni coincidono l'una col- 
l’altra in tutta la loro estensione, e formano una sola c medesima li- 
nea retta. 

3g. Scolio. E facile vedere che i tre assiomi precedenti dipendono 
il primo dalla nozione della estensione, e gli altri due da quella della 
linea retta , nozione eh’ è chiara in lutti gli uomini , abbcnchè non 
possa darsi una definizione esalta della linea retta, appunto perchè 
non può definirsi in che consiste il risultameuto immediato della sen- 
sazione, che ci fa conoscere la via più corta per andare da un punto 
ad un altro. 



Dei Postulati. 

40. Postulati diconsi alcune operazioni così semplici che ognuno 
ammette la possibilità di effettuarle; e si effettuano realmente per mez- 
zo della riga, e del compasso. Essi sono : 

I. Condurre una linea retta da un punto ad un altro. 

II. Prolungare una retta terminala. 

III. Con un dato punto preso per centro, e con un dato intervallo 
come raggio descrivere un cerchio. 

41. Scolio. Le tre precedenti operazioni appartengono propriamen- 
te alle pratiche meccaniche. La geometria non insegna a descrivere 
la linea retta , ed il cerchio, ma dimanda che si sappiano descrivere 
accuratamente prima di applicarsi allo studio di essa. Adunque le 
descrizioni della linea retta , e del cerchio sono problemi , ma non 
geometrici : si dimanda alla meccanica la loro soluzione; poi nella 
geometria s’insegna l’uso che deve farsene. E si gloria la geometria 
di eseguire cosi grandi cose appoggiandosi a pochi principii presi al- 
trove. E dunque fondata la geometria sulla meccanica pratica, e non 
è altro che quella parte della meccanica universale, la quale espone 
e dimostra l’arte di misurare accuratamente (*). 

4a. Corollario Per mezzo dei tre postulati precedenti si può facil- 
mente descrivere una retta uguale alla somma, o alla differenza di due 
rette date ( fig. 3 ). 

i° Sieno le due rette date DE , FG. Si tiri una retta indefinita , 
sulla quale si prenda un punto A ad arbitrio; indi si faccia centro 
in A e con un raggio Ali uguale a DE si descriva un arco di cerchio 
che tagli la retta indefinita in un punto 11. Parimente si faccia centro 
in B, c con un raggio uguale a FG si descriva un, altro arco di cer- 
chio che tagli la retta indefinita in un punto C. E evidente che la 



(*) Ncwl. n Piiitcip. Mathcm. nella prefazione. 



a 



Digitized by Google 




IO 



SEZIONE PRIMA 



reità AC sarà la somma delle rette AB , BC, e per conseguenza delle 
due rette date DE. FG. 

2 ° Per avere una retta uguale alla differenza di due rette dato 
DE, FG si tiri una retta indefinita , sulla quale si prenda nel modo 
sopraddetto una parte AB uguale alla maggiore DE\ poi a partire 
dal punto B si prenda sopra AB una parte BC uguale alla minore 
FG, è manifesto che la retta AC‘ sarà la differenza delle rette AB, 
BC, e per conseguenza delle due rette date DE, FG. 

Spiegazione di alcuni segni. 

43. Per servire alla brevità del discorso faremo uso talvolta dei 
segni qui appresso : 

1 . Il segno = indica l'uguaglianza di due quantità, così^=.ff si 
pronunzia, A e 1 ugnale a B. 

2 . Il segno-»- significa più , e serve a dinotare I’ addizione, onde 
A B rappresenta la suiunia delle due quantità A e B. 

3. Il segno — si pronunzia meno , ed indica la sottrazione : cosi 
A — B rappresenta la differenza delle due quantità A e B, ovvero 
ciò che resta togliendo B da A. 

4- Il segnoXindica la moltiplicazione; cosi AX.B si pronunzia 
A moltiplicato per B, ed indica clic A si deve moltiplicare per B. 

4 

5. Finalmente A : B, oppure — si pronunzia , A diviso per B, e 

vuol dire che A si deve dividere per B. 

44- Scolio. Oltre ai segni precedenti si fa uso talvolta delle lettere 
con gli accenti. Supponiamo, per esempio, che con le Ietterei. B, 
C siensi indicati certi punti, o linee; c che occorra indicare punti, o 
linee analoghe : in tal caso si adoperano le stesse letteie con gli ac- 
centi A', B‘ , C , che si pronunziano A prima , B prima , C prima. 
Talvolta si ricorre alle stesse lettere con due accenti, che si pronun- 
ziano, A seconda, B seconda, C seconda, con tre accenti, con quat- 
tro , ecc. 

Deve ancora avvertirsi che in alcuni casi si adoperano le lettere 
maiuscole insieme con le minuscole. Si distinguono allora nel discor- 
so pronunziando la parola grande dopo le majuscole, e la parola pic- 
cola dopo la minuscole. 



CAPITOLO IL 

DEGLI ANGOLI, E DELLE RETTE PARALLELE. 

45- Si è già visto ( n.° 38 ) che due linee rette non possono avere 
due punti comuni senza coincidere 1’ una coll’ altra io tutta la loro 
estensione. Quindi due linee rette non potranno mai avere più di un 
punto comune : in tal caso si dice che le due lince s’ incontrano, o 
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che concorrono , oppure che s’ inlesegano o si tagliano ; ed il punto 
connine si chiama punto d'incontro, di concorso d'intersezione. 

46. Quando due rette AB, AC ( fig-4 ) s’incontrano, in un piano, 
la quautiià più o meno grande, di cui esse si allontanano 1’ una dal- 
l'altra, in quanto alla loro situazione, dicesi Angolo. 

Le due rette medesime si chiamano lati dell'angolo, ed il punto ad 
esse comune appellasi vertice dell’angolo. 

47 . Euclide ha definito 1' angolo nel modo seguente : 

« L’ angolo piano è l’ inclinazione , che nel piano hanno tra loro 
li due linee , che scambievolmente si toccano , e non sono poste per 
» diritto. 1 

Questa definizione riducesi a sostituire alla parola angolo, che si 
doveva definire, quella d’inclinazione, che ha pure bisogno di essere 
defluita. Del resto è impossibile dare una definizione esatta dell’ango- 
lo, appunto perchè non si può dare una definizione esatta della linea 
retta da cui dipende la formazione dell angolo. 

48. Due angoli sono uguali allorché situando il vertice dell’ uno 
sul vertice dell’altro , ed applicando un lato sopra un lato , i rima- 
nenti due lati si confondono in una medesima direzione. 

4y. Da ciò risulta evidentemente che la grandezza di un angolo 
non dipende dalla lunghezza dei suoi lati. Quanto si è detto basta 
per acquistare una nozione compiuta dell’angolo, e per comprendere 
facilmente tutte le conseguenze che ne derivano, poco importando 
che non possa darsi una esatta definizione di esso angolo. 

5o. L’angolo s’indica alle volte colla sola lettera ( lig. 4 ) del ver- 
tice, dicendosi l 'angolo A ■ Ma siccome accade spesso che più angoli 
hanno un medesimo vertice, così si è convennto d’ indicare ciascun 
angolo con tre lettere , dicendosi l’angolo BAC. o che vale lo stesso 
CAB , avvertendo sempre di mettere in mezzo la lettera del vertice. 

Hi. Se due angoli BAC , CAD ( fig. 5 ) hanno lo stesso vertice A, 
un lato comune AC, e gli altri due lati AB. AD situali l’uno da una 
parte , e 1’ altro dall’altra del lato comune AC, 1’ angolo BAD sarà 
evidentemente la somma dei due angoli BAC , CAD. Quindi l’angolo 
CAD sarà la differenza dei due angoli BAD, BAC. 

5a. Supponiamo che dal punto A (fig 6) si sieno tirate le rette AB, 
AC, AD, AE, ecc., in guisa che gli angoli BAC, CAD, DAE , ecc-, 
risultino uguali fra loro. E manifesto ciie l’angolo DAB sarà il dop. 
pio dell’ angolo BAC, l’angolo E AB ne sarà il triplo, e così in pro- 
gresso. Al contrario l’angolo BAC sarà la metà dell’angolo BAD, la 
terza parte dell’angolo BAE , e così di seguito. 

Da ciò si deduce che gli angoli si possono sommare , sottrarre, 
mo'liplicare, e dividere come le altre quantità. 

63. Quando una retta CA ( fig. 7 ) incontra un’altra BD, in guisa 
che gli angoli adiacenti CAB, CAD sieno uguali fra loro, ciascuno 
di essi dicesi angolo retto, e la linea CA è delta perpendicolare o 
normale alla linea BD. 

?>4- Se dal punto A si conduca un’altra retta AE, l'angolo BAE 
maggiore del retto B tC chiamasi angolo ottuso ; l’angolo E 1D mi- 
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nore del retto dicesi angolo acuto. La linea y/£'poi,che forma angoli 
adiacenti disuguali colla retta BD si dirà essere obliqua a questa 
retta. 

55. Sotto la denominazione di angoli obliquisi comprendono gli 
angoli acuti ed ottusi. 

56. L’esistenza di una retta perpendicolare ad un’altra si potrebbe 
assumere come evidente, ma é facile assicurarsene nel modo seguente. 

Si concepisca che la reità EA ( fìg. 7 ) sia posta sopra AD facen- 
do con questa una sola linea retta, e che poi, restando AD immobile, 
la linea EA giri intorno al punto A verso il punto B. Finché la linea 
E A coincide con AD , 1’ angolo formato da queste rette è zero, ma 
appena EA comincia a girare, tutti i punti di questa retta, eccello il 
punto A , si distaccano dalla retta AD, ed allora l’angolo comincera 
a nascere. Siffatto angolo sarà acutissimo da principio, ma andrà cre- 
scendo a misura che gira la retta EA; e questo aumento non cesserà 
se non quando la retta EA sarà giunta a coincidere col prolunga- 
mento AB della retta AD. Quindi l’angolo E AD che nel principio 
del movimento era acuto potrà divenire ottuso ; e per conseguenza 
dev’esislere una posizione della retta EA, in cui gli angoli adiacenti 
risultano uguali, ovvero dev esisiere una retta perpendicolare a BD. 
Or siccome la posizione accennata è unica, così ne consegue eviden- 
temente che 

Da un punto preso sopra una retta data non si può innalzare su 
questa retta che una sola perpendicolare. 

PROPOSIZIONE I TEOREM J. 

57 . Gli angoli retti sono tutti uguali fra loro ( lìg. 7 ). 

Dimostrazione. Sieno le due rette HO , CA respettivamente per- 
pendicoluri alle due rette FG , BD. Dico che gli angoli retti FOH, 
BAC sono uguali fra loro. 

Imperocché, se le rette FG, BD s’ immaginino soprapposte 1 una 
all’altra in modo che il punto Odell’una coincida eoi punto A dell’al- 
tra, la perpendicolare OHdo\th pure coincidere colla perpendicolare 
AC\ dappoiché se prendesse un’ altra direzione AE , allora da uno 
stesso punto A si potrebbero innalzare due perpendicolari AC, AE 
sopra una medesima retta BD. Ma ciò è impossibile ( n 56 ), dun- 
que la retta OH deve coincidere colla retta AC ; e per conseguenza 
gli angoli FOH, BAC sono uguali ( n° 48 ). Il che bisognava dimo- 
strare. 

PROPOSIZIONE II — TEOREMA. 

58. Se una retta incontra un altra, la somma degli angoli adia - 
centi è uguale a due angoli retti ( fìg- 7 . ) 

Dim. La retta EA incontri la retta BD nel punto A. Dico che gli 
angoli adiacenti EAB. EAD presi insieme souo uguali a due retti. 
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Perocché, se la rella EA è perpendicolare a BD, la proposizione 
enunciala risulta evidente, essendo reito ciascuno dei due angoli a- 
discenti. Suppongasi dunque che EA sia obliqua a BD, e dal punto 
A si concepisca innalzala sopra BD la perpendicolare aC. 

L’angolo EAB supera il retto BAC dell’angolo CAE: al contrario 
l’angolo EAD è più piccolo del retto CAD dello stesso angolo CAE. 

Dunque levando all’ angolo EAB l’eccesso sopra un retto, ed ag- 
giungendo questo eccesso all’ angolo EAD , la somma degli angoli 
adiacenti EAB , EAD sarà uguale a due retti. Il die bisognava di- 
mostrare. 

5 g. Corollario. Apparisce da questo teorema che se da un mede- 
simo punto A (fig. 8 ) di una retta BD , e da una medesima parte si 
tirino quante rette si vogliano AE, AG AH , eco., tutti gli angoli 
consecutivi BAE, E AG, GAII , Il AD. presi insieme saranno uguali 
a due retti ; dappoiché sono uguali a due angoli adiacenti BAH, 

DAU. 

60. Scolio. Due angoli si dicono supplementari , quando la loro 
somma equivale a due angoli retti; oppure si dice elle 1’ uno è sup- 
plemento dell’altro. 

PROPOSIZIONE IH — TEOREMA. 

61. Se dallo stesso punto C della retta CD si tirino a parti con- 
trarie le rette CA, CB, in guisa che la somma degli angoli adiacenti 
DCA, DCB sia uguale a due retti, le linee AC. CB formeranno una 
sola retta AB ( fig. 9 ). 

Dim. Perocché se CB non è il prolungamento di AC, lo sia CF. 
Essendo dunque ACF una linea retta che viene in contratadalla 
retta DC nel punto C, sarà ( n° 5 g) la somma degli angoli adiacenti 
ACD, FCD uguale a due retti. Ma per ipotesi è pure uguale a due 
retti la somma degli angoli ACD, DCB, dunque la prima somma sa- 
rà uguale alla seconda ( n° 36 J. Epperò se si tolga il comune an- 
golo BCD, resterà ( n“ 36 ) 1 ’ angolo DCF uguale all’ angolo DCB, 
cioè il lutto uguale alla parte ; il che uon può sussistere f n° 36 ). 
Quindi CB è il prolungamento di AC, ovvero AC e CB formano 
una sola linea retta. 11 che bisognava dimostrare (*). 

PROPOSIZIONE, IV — - TEOREMA. 

62 . Se due rette si tagliano scambievolmente , gli angoli opposti 
al vertice sono uguali ( fig. io ). 



(*) Le enunciazioni delle proposizioni saranno fatte sulle figure, quando 
messe sotto forma astratta riescono 0 troppo lunghe, o uon cosi chiare come 
si conviene. L’ obbligarsi costantemente ad enunciare astrattamente le prò- 
p siz oni è una vera pedanteria, che non poche volte offusca le idee, come 
può vedersi nelle enunciazioni dimoile proposizioni di Euclide. 
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Dim. Sieno JB, CD due linee che si tagliano in 0. Dico che gli 
angoli opposti al vertice , o verticali DOA. BOC sono uguali fra loro, 
come pure gli angoli AOC , DOB. 

Infatti la retta AO incontrando la retta CD nel punto 0, fa con 
questa i due angoli adiacenti DOA , AOC uguali a due retti (n°58). 
Parimente la retta CO incontrando la retta AB nello stesso punto O, 
fa con questa i due angoli adiacenti AOC. BOC uguali a due retti. 
Se dunque si toglie il comune angolo AOC , resterà l’angolo DOA 
uguale all’angolo BOC ( n°36). Nello stesso modo si dimostrerà 
che l’angolo AOC è uguale all'angolo DOB. Dunque gli angoli op- 
posti al vertice sono ugnali fra loro. Il che bisognava dimostrare. 

63. Scolio. Apparisce da questa dimostrazione che i quattro angoli 
formati intorno al punto d’ intersezione di due rette che si tagliano, 
equivalgono a quattro angoli retti. Epperò se per Io punto accennato 
si tirino quante rette si vogliano, la somma di tutti gli angoli conse- 
cutivi sarà uguale a quattro retti. 

Delle rette parallele. 

64- Rette parallele si dicono quelle, che essendo in un medesimo 
piano, e prolungate indefinitamente dall’una , e dall’altra parte non 
s’incontrano mai. 

65. Quando una retta GH ( fìg. 1 1 ) taglia due altre AB, CD, 
gli otto angoli ciie ne risultano , vengono distinti con diversi nomi 
secondo la posizione che hanno rispetto alla secaute. Quindi si chia- 
mano angoli interni i due angoli c he si formano da una parte qua- 
lunque della secante GH, su questa linea, dalle rette AB, CD, den- 
tro queste rette medesime. Cosi, gli angoli interni formati da una 
parte della secante sono BEF, DFE, e dall’altra AEF, CFE. 

Si dicono poi angoli alterni quelli fra i quattro angoli interni, 
che hanno i loro vertici, l’uno in un punto, l’altro nell’altro punto 
d’iulersezioue della secante, e sono situati da differenti parti di questa 
linea. C >si, gli angoli AEF , EFD sono alterni, come pure gli angoli 
BEF, CFE. 

Finalmente gli angoli GEB, GEA. CFH, DFH si chiamano azi- 
goli esterni, perchè si trovano fuori delle rette AB, CD. 

PROPOSIZIONE V TEOREMA 

66. Se t lue rette sono segate da un altra . in guisa che l' angolo 
esterno sia uguale all interno ed opposto dalla stessa parte, esse li- 
nee saranno parallele ( lig. 11 ). 

Dim. Le due rette AB, CD sieno segate dalla terza GH, e sia l’an- 
golo e terno GEB ugnale all’ interno ed opposto dalla stessa parte 
EFD. Dico c ie ?arà AB parallela a CD. 

Imperocché, essendo l’ angolo GEB uguale al suo verticale AEF 
( n" Cu ), e l’ angolo EF D uguale al sno verticale CF H , ne segue 
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che l’angolo esterno CFH posto dall’altra parte della secante sarà 
uguale all’interno ed opposto corrispoudenle AEF. Laonde l’ipotesi 
fatta da una parte della secante, cioè che I’ angolo esterno GEB è 
uguale all’interno corrispondente EFD, si riproduce identicamente 
dall’altra parte della secante medesima; e però diviene evidente che 
se le due rette AB, CD si potessero incontrare da una parte, dovreb- 
bero ancora incontrarsi dall’altra parte, ed allora le rette AB, CD 
chiuderebbero spazio ; il che è essurdo ( n° 3 7 ). Dunque AB è pa- 
rallela a CD. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE VI TEOREMA. 

67 .Se due rette sono segate da una terza, in modo che gli angoli 
alterni sieno uguali fra loro , esse linee saranno parallele (fig. 1 1). 

Dim. Le rette AB, CD sieno segate dalla terza GII in modo che 
risultino uguali gli angoli alterni AEF, EFD. Dico che AB e pa- 
rallela a CD. 

Infatti , F angolo AEF è uguale al suo verticale GEB ( n° 62 ) : 
ma per ipotesi lo stesso angolo AEF è uguale all’ angolo EFD ; 
dunque ( n° 36 ) ancora 1 ’ angolo GEB dovrà essere uguale ali’ au- 
golo EFD , vale a dire sarà 1 ’ angolo esterno uguale all’ interno ed 
opposto dalla stessa parte ; e per conseguenza ( n° 66 ) le due rette 
AB, CD devono essere parallele. 11 che bisoguava dimostrare. 

PROPOSIZIONE VII — TEOREMA 

68. Se due rette vengono segate da una terza , e Jormano gli 
angoli interni dalla stessa parte presi insieme uguali a due ret- 
ti , esse linee saranno parallele (fig. 1 1 ) . 

Dim. Sieno le rette AB , CD tagliate dalla terza GH , e formino 
gli angoli interni BEF , EFD uguali a due retti. Dico ehe AB sarà 
parallela a CD. 

Imperocché , la retta BE incontrando la retta GH nel punto E, 
fa con questa gli angoli adiacenti BEG , BEF uguali a due retti 
( n° 58 ) : ma per ipotesi gli angoli BEF , EFD sono pure uguali 
a due retti , dunque se si toglie il comuue angolo BEF , resterà 
1 ’ angolo GEB uguale all’angolo EFD , cioè sarà l’angolo esterno 
uguale all’interno corrispondente; e però le due rette AB, CD devono 
essere parallele. 11 che bisognava dimostrare. 

69. Corollario I. Due rette perpendicolari ad una terza sono 
parallele fra loro ; dappoiché in tal caso la somma degli angoli in- 
terni da una stessa parte è uguale a due retti. 

70. Corollario IL Da un punto A ( fig. 12 ) situato fuori di una 
retta MN non si può abbassare sopra questa retta che una sola per- 
pendicolare. Perocché , se si potesse abbassare un’ altra perpendi- 
colare AD , la somma degli angoli intèrni ADP , APD sarebbe 
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uguale a due retti; e per conseguenza le due rette AP, AD sareb- 
bero parallele; ed allora nou potrebbe esistere il punto A comune 
alle due rette medesime. 

PROPOSIZIONE Vili TEOREM J. 

71 .Se due rette vengono segate da una terza 1 « modo che la 
somma degli angoli interni da ima medesima parte sia minore di 
due retti, esse linee prolungate andranno ad incontrarsi ( Gg. i 3 ). 

Dim. Sieno due rette AL, DC segate da una terza AN in modo 
che la somma degli angoli inierni LAC, ACD sia uguale a due retti, 
è manifesto che se si conduca pel punlo A, dentro la siriseia LACD, 
una qualunque retta AB, la somma degli angoli interni BAC, ACD 
sarà minore di due retti. Ciò premesso, dico che se le rette AB, CD 
si prolunghino, andranno ad incontrarsi da quella parte, in cui for- 
mano con AC gli angoli minori di due retti. 

Infatti, per quanto piccolo possa essere l’angolo LAB, è evidente 
che aggiunto a se stesso un numero di volte illimitato, lo spazio in- 
definito contenuto fra i lati dell'angolo accennato arriverà non solo 
a coprire, ma anche a sorpassare lo spazio indefinito compreso fra 
i lati dell'angolo LAN. Supponiamo dunque, per fissare le idee, che 
l’angolo LAB preso tre volle sia giunto a formare un angolo LAO 
maggiore dell’angolo LAN\ e che la striscia LACD scorrendo lungo 
la retta AN abbia formato altre due striscio DCEF, FEGII, uguali, 
ciascuna alla primitiva striscia LACD. Or essendo l’angolo LA r 
maggiore dell'angolo LAN , è manifesto che lo spazio indefinito con- 
tenuto nell’angolo LAO dev’essere maggiore dello spazio indefinito 
compreso nell'angolo LAN. Ma lo spazio contenuto nell’ angolo 
LAB è la terza parte dello spazio compreso nell’angolo LAO ; e da 
un’altra parte lo spazio contenuto nella striscia LACD è la terza 
parte dello spazio compreso nella striscia LAGH , ed è perciò mi- 
nore della terza parte dello spazio contenuto nell’ angolo LAN, poi- 
ché la striscia LACD aggiunta a se stessa quante volle si voglia non 
arriverà mai a coprire lo spazio contenuto nell'angolo LAN ; dun- 
que lo spazio compreso nell’ angolo LAB è maggiore dello spazio 
contenuto nella striscia LACD. 

Quindi la retta AB prolungata dovrà incontrare la retta CD ; 
dappoiché se non la incontrasse, lo spazio contenuto nell’angolo 
LAB sarebbe minore dello spazio contenuto nella striscia LACD. 11 
che bisognava dimostrare. 

72. Scolio. Qiiesta^roposizione è stata messa da Euclide fra i 
postulati, o secondo alcuni interpreti fra gli assiomi. La dimostra- 
zione precedente appartiene nella sostanza al celebre geometra Ber- 
Irand di Ginevra; ed è senza dubbio la più convincente di quante 
fin qui ne sono state immaginate. Del resto la proposizione istessa è 
così intimamente legata alla nozione della linea retta, e dell’angolo 
che basta, come dice Laplace, la sola enunciazione per convincere 
chicchessia de'la sua esattezza. 
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PROPOSIZIONE VI — TEOREMA. 

73. Se due rette tono parallele, e vengono segate da una terza ; 

i°. L’angolo esterno sarà uguale aliinterno ed opposto dalla 

stessa parte. , 

a 0 . Gli angoli alterni saranno uguali fra loro: 

3 °. Gl interni da una stessa parte presi insieme saranno uguali 
a due retti ( fig. 11 ). 

Dim. Sieno le due relte parallele AB, CD segale dalla terza GB. 
Dico in primo luogo che l’angolo esterno GEB è uguale ail’inlerno 
EFD. 

’ Imperocché, se l’angolo GEB, non è uguale all’angolo EFD, sa- 
rà o maggiore, o minore. Supponiamoche sia maggiore, e si aggiun- 
ga di comune 1 ’ angolo BEF ; sarà la somma dei due angoli adia- 
centi GEB , BEF maggiore della somma dei due angoli interni 
BEF, EFD. Ma la prima somma è uguale a due retti ( u° 58 ); 
dunque la seconda dev’essere minore di due retti; e però le due rette 
AB, CD ( n° 71 ) dovrebbero incontrarsi contro la supposizione. 
Quindi non può essere l’angolo GEB maggiore dell’angolo EFD. 
Or neppure potrebbe essere minore ; poiché in tal caso la somma 
degli angoli interni BEF, EFD sarebbe maggiore di due retti; e pe- 
rò risulterebbe minore di due retti la somma degli angoli interni 
AEF, EFC, onde le rette AB, CD andrebbero ad incontrarsi. Resta 
dunque dimostrato che l’angolo GEB è uguale all'angolo EFD. 

In secondo luogo dico che gli angoli alterni AEF , EFD sono 
uguali fra loro. Infatti, l’angolo AEF è uguale al suo verticale GEB: 
ma si è dimostrato che questo angolo dev’essere uguale all’ angolo 
EFD-, dunque ancora l’angolo AEF sarà uguale all’angolo EFD. 

Finalmente dico che gli angoli interni BÈF, EFD presi insieme 
sono uguali a due retti ; dappoiché se fossero maggiori o minori di 
due retti, le rette AB, CD s’incontrerebbero da quella parte dove 
stanno gli angoli minori di due retti, contro la supposizione. 11 che 
bisognava dimostrare. 

74. Scolio Immaginiamo che la secante GB giri intorno al pun- 
to F verso D. In virtù della dimostrazione precedente gli angoli al- 
terni AEF, EFD saranno sempre uguali fra loro. Quindi a misura 
che la secante si avviciuerà alla retta CD, l’angolo AEF andrà con- 
tinuamente diminuendo della stessa quantità precisa, di cui diminui- 
sce l’angolo EFD; per conseguenza l'angolo AEF si avvicina conti- 
nuamente a zero, ma non vi arriverà se non quando la secante GB 
nel suo rivolgimcuto intorno al punto F sarà giunta a coincidere 
colla retta CD. 

Da ciò si deduce evidentemente che due relte situate in un mede- 
simo piano fahno tra loro un angolo zero in due soli casi , cioè o 
quando l’una coincide coll’altra, o quando l’una è parallela all’altra. 
In ogni altro caso le rette accennate formeranno angolo ; e perciò 
avranno un solo punto di comune. 

3 
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Or sotto questo punto di vista le rette che non fanno angolo ter» 
hanno ricevuto dcuominazioni particolari. Così, se si considera per 
la parte in cui si accoslanu al punto comune , si chiamano conver- 
genti; se poi si considerano per quella in cui se ne scostano si dico- 
no divergenti. 

Corollario I. Se due rette CD, GK ( fig. «4 ) sono parallele, 
ogni retta FO perpendicolare ad una delle parallele, dev’essere per- 
pendicolare ancora all’altra. Perocché, essendo parallele, la somma 
degli angoli interni FOK, OFD è uguale a due retti : ina uno di 
questi angoli è retto per ipotesi, dunque l'altro sarà pure retto. 

76. Corollario 11 . Per un punto dato E (fig. i 4 ) non si può coa- 
durre ad una retta data CD che una sola parallela AB, Intatti , sa 
si potesse condurre un’altra parallela LU , la somma degli angoli 
interni FEII, EFD sarebbe uguale a due retti. Ma è pure uguale a 
due retti la somma degli angoli interni FEB, EFD; tolto di comu- 
ne l’angolo EFD, resterà l'angolo F EH uguale all’angolo FEB , 
cioè la parte al tutto: il che è assurdo. Dunque LU non può essere 
parallela a CD. 

76. CoroHario 1 II . Due rette AB, CD ( fig. * 4 ) parallele ad 
una terza GK, sono parallele fra loro. Perocché se le due rette AB, 
CD potessero incontrarsi, dal punto del loro incontro si potrebbero 
condurre due rette parallele ad una medesima retta, il che non può 
sussistere. 



morosiaioNE 1 — teorem j . 

77. Due angoli die hanno i lati respettivamente paralleli e di- 
retti nel medesimo senso, sono uguali ( Gg. i 5 . ) 

Dim. Sieno i due angoli DEF, BAC, nei quali sia il lato DE pa- 
rallelo al lato BA , ed EF parallelo ad AC. Dico che l'angolo 
DEF = BAC. 

Si prolunghi il lato DE finché incontri il lato AC nel punto 0 ; 
un siffatto incontro dovrà aver luogo, poiché pel punto E non si può 
condurre ad AC che una sola parallela EF. Quindi rispetto alle pa- 
rallele EF,AC che vengono segale dalla terza ÙO, sarà l’angolo ester- 
no DEF uguale all’interno ed opposto EOC ( n° 73 ). Parimente ri- 
spetto alle parallele DO, e BA, che vengouo segate dalla terza AC, 
l’angolo esterno EOC è uguale all’interno ed opposto BAC. Dunque 
l’angolo DEF è uguale all’angolo BAC. Il che bisognava dimostrare 

78. Scolio. Essendo l’angolo DEF uguale al suo verticale LEO , 
ne segue che questo angolo è uguale all’angolo LAO. Da un’altra 
parte l’angolo LAO, e l’angolo BAN presi insieme sono uguali a due 
retti. Dunque gli angoli ÙEF, BAN sono supplementari; e pero 

Se due angoli hanno i lati paralleli e diretti tutti nel medesimo 
senso, sono uguali fra loro; ma se i lati accennati sono diretti due 
nel medesimo senso , e due in senso contrario , allora i due angoli 
sono shpplementari. 
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CAPITOLO III. 

UBI TftIARGOLI> 

79. Con due rette comunque situate non si può mai terminare ua 
piano da per ogni dove, ma vi bisognano almeuo tre rette. 

Un piano terminato da tre rette dicesi triangolo: lo tre rette me- 
desime si chiamano lati del triangolo. 

80. Un triangolo si dice equilatero, quando ba i tre lati uguali,; 
isoscele, se ha due soli lati uguali; scaleno , quaudo i tre tali sono di- 
suguali. 

PROPOSIZIONE II TEOREMA. 

81 • In ogni triangolo un lato qualunque è minore della somma 
degli altri duo (fig. 16). 

Dim. Sia il triangolo ABC. Dico che un lato qualunque Alle mi- 
nore della somma degli altri due AlC, BC. 

Infatti, essendo la linea retta la più corta di tutte le linee che si 
possono condurre da un punto ad un’altro ( n° xa ), ne segue che 
la linea retta AB dev’essere minore della linea spezzata ACB, eh' è 
composta delle due rette AC, CB. Duuque in ogni triangolo un lato 
qualunque è minore della somma degli altri due. Il che bisognava 
dimostrare. 

PROPOSIZIONE XII TEOREMA. 

8z. Se dentro un triangolo ABC si prenda un punto D, e si con- 
ducano le retto DB, DC alle estremità di un lato BC, la somma di 
queste rette sarà minoro di quella degli altri due lati AB, AC (fig. 16.) 

Dim. Si prolunghi la retta BD finché incontri il lato AC nclpun-' 
to E 

Nel triangolo BAE il lato BE è minore della somma degli altri 
due AB, AE ( n°. 8t ); e però se si aggiunge di comune EC, sarà 
la somma delle rette BE, EC minore di quella delle due AB , AC. 
Parimente nei triangolo DEC il lato DC è minore della somma dei 
lati DE, EC-, e per conseguenza se si aggiunge di comune BD, sarà 
la somma delle rette BD, DC minore di quella delle due BE, EC, a 
con piu ragione di quella delle due AB , AC. Il che bisognava di- 
mostrare. 

Caratteri dell uguaglianza de triangoli. 

83 . I cantieri dell’uguaglianza dei triangoli equivalgono alle con- 
dizioni die determinano i triangoli medesimi. Ciò sarà messo in chia- 
ro dalle preposizioni qui appresso. 
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PROPOSIZIONE Xni—TEOnEHJ. 

84 . Due triangoli sono uguali, quando hanno duo lati uguali a 
due lati ciascuno a ciascuno, e t angolo compreso dai primi uguale 
ali angolo compreso dai secondi ( fig. 17). 

Dim. Nei triangoli ABC , EDF sia il lato AB= ED, il lato AC— 
EF, e l’angolo A=E\ dico che i due triangoli sono uguali. 

Si soprapponga il triangolo ABC al triangolo EDF in modo che 
il punto A cada sul punto E, ed il lato AB sul Iato ED. E poiché 
l'angolo A=E , ancora il lato AC caderà sul lato EF. Ma per ipo- 
tesi i lati AB. AC sono uguali ai lati ED , EF, dunque il punto B 
dovrà coincidere col punto D, ed il punto C col punto F. Quindi 
il terzo lato BC coinciderà col terzo lato DF , altrimenti fra due punti 
si potrebbero condurre due linee rette; il che è assurdo ( n°. 37 ). 
Or le grandezze che, soprapposle l'una all’altra, coincidono in tutta 
la loro estensione, sono uguali fra loro ( n°. Sq ); dunque il trian- 
golo ABC è uguale al triangolo EDF. Il che bisognava dimostrare. 

85 . Corollario. S’inferisce da questo teorema che un triangolo è 
determinato da due lati e l'angolo compreso da questi lati, vale a di- 
re che quando sono dati due lati e l’angolo compreso , il triangolo 
non sarà suscettivo che di una sola forma. 

PROPOSIZIONE XIV — TEOREMA. 

86. Due triangoli sono uguali., allorché hanno un lato uguale a 
un lato, e gli angoli adiacenti a questi lati respettivamente uguali. 
(%• I 1 )■> 

Dim. Ne’lriangoli ABC , EDF sia il lato BC — DF, l'angolo B=. 
D, e l’angolo C—F. Dico che sarà il triangolo ABC uguale al trian- 
golo EDF. 

Perocché soprapponendo il triangolo ABC al triangolo EDF in 
modo che il lato BC coincida col suo uguale DF, l'angolo B dovrà 
coincidere coll'angolo D, ed il punto A si troverà in un punto della 
retta DE: similmente l'angolo C coinciderà coll’angolo F, ed il pun- 
to A dovrà trovarsi in un punto della retta FE. Quindi il punto A si 
troverà a un tempo sulla retta DE, e sulla retta FE: ma due rette 
non si possono tagliare che in un solo punto ( n°. 4-5 ) . dunque il 
punto A dovrà coincidere col punto E, e però il triangolo ABC sarà 
uguale al triangolo EDF. 11 che bisognava dimostrare. 

87. Corollario. Un triangolo è determinato da un lato, e dai suoi 
due angoli adiacenti a questo lato. 

PROPOSIZIONE XV TEOREMA. 

88 . Due triangoli sono uguali, allorché hanno due angoli respet- 
licamcnte uguali a due angoli, cd un lato uguale ad un lato, che c 
opposto àd uno degli angoli uguali. ( lig. 18 ). 
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Dim. Nei triangoli ABC, EDF sia l’angolo B—D, l’angolo C — 
F, ed il lato AB = ED. Dico clic sarà il trangolo ABC uguale al 
triangolo EDF\ il cbe si riduce a dimostrare la uguaglianza dei due 
lati BC, DF. 

Or se questi due lati non sono uguali, sia BC maggiore di DF , 
e si faccia BH = DF ; indi si congiunga il punto A col punto II per 
mezzo della retta AH. 

Essendo per ipotesi AB= ED, l’angolo B= D, e per costruzio- 
ne BH—DF, i triangoli AB II, EDF saranno uguali, perchè hanno 
due lati respetti vamente uguali a due lati , e 1' angolo compreso dai 
due primi uguale all’ angolo compreso dai duo secondi ( n° 84) , 
Laonde sarà l’angolo AIIB uguale all’angolo EFD. Ma l’angolo EFD 
per ipotesi è uguale all’angolo C, dunque ancora l’angolo AHB sa- 
rà uguale all'angolo C, il che c impossibile; poiché iu tal caso le 
rette AH, ed AC, dovrebbero essere parallele, essendo l’angolo ester- 
no AHB uguale all'intrrno ed opposto dalla stessa parte ACH 
( n° 66 ) . Quindi non può essere BC maggiore di DF. Nello stesso 
modo si dimostrerà cbe non può essere minore ; e però dev’essere 
BC uguale a DF, ed il triaugolo ABC al triangolo EDF. 11 che bi- 
sognava dimostrare. 

89 Corollario. Un triangolo è determinato , allorché sono doti 
due de’ suoi angoli, ed un lato opposto ad uno di questi angoli. 

pboposizione ivi — teorema. 

90. Se due lati d'un triangolo sono uguali respettìvamente a due 
lati d’un altro triangolo , e l angolo compreso dai primi è maggiore 
dell'angolo compreso dagli altri due, sarà il terzo lato del primo 
triangolo maggiore del terzo lato del secondo. ( lig. 19 ). 

Dim. Ne’lri angoli ABC, EDF sia il lato AB=ED, il lato BC—DF, 
e l’angolo ABC maggiore dell’angolo EDF. Dico che il terzo lato 
AC de! primo triangolo sarà maggiore del terzo lato EF del secondo. 

Si soprapponga il triangolo EDF al triangolo ABC , in guisa che 
il lato ÈF coincida col suo uguale BC. E manifesto che il punto E 
del triangolo DEF potrà cadere o dentro il triangolo ABC in un 
punto dinotato da E, o sul lato AC in un punto dinotato da E 1 , o 
finalmente fuori dello stesso triaugolo ABC in un punto dinotato 
da E". 

Nel primo caso , la somma de’due lati EB. EC sarà minore di 
quella de’lati AB, AC ( n° 82 ) ; e però togliendo da una parte AB, 
e dall’altra la sua uguale EB, poiché EB rappresenta ED, che si è 
supposto uguale ad AB, resterà EC, ovvero EF, minore di AC. 

Nel secondo caso, la retta E'C, ovvero, EF , sarà evidentemente 
minore di AC. 

Finalmente nel terzo caso, essendo nel triangolo E 1 CE" il lato 
E"C minoro della somma degli altri due lati E'C, ed E' E" 

( n°. 81 ), e nel triangolo E' AB il lato AB minore della somma dei 
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lati AP, ed E'B, ue risulterà che la somma de’lali P'C, ed AB tari 
minore di quella delle quattro rette PC, PE", E'A, PB, ossia del- 
le due P'B, ed AC. Perlocbè togliendo da una parto AB, e dall’ al- 
tra la sua uguale E"B, che rappresenta Etì — AB , resterà P'C. 
ovvero EF, minore di AC. Duuque in tutti i casi EF è minore di 
AC. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOB1ZIORC XVII TSOM.SK J. 

gì. Se due tali d‘ un triangolo tono resp et tiramento uguali a 
due lati d'un altro triangolo, ed il terzo lato del primo è maggiore 
del terzo lato del secondo, sarà l'angolo compreso dai due primi 
lati maggiore dell'angolo compreso dai due secondi. ( fig. 19 ). 

Dim. Ne'triangoli ABC, EDF sìa il lato AB s= ED, il lato 2 ?C= 
DF, ed il lato AC del primo triangolo maggiore del lato EF del se- 
condo. Dico che sarà l’angolo ABC maggiore del l’angolo EDF. 

Perocché, se l’angolo ABC non è maggiore dell’angolo EDF, sarà 
o uguale, o minore. Nel primo caso il lato AC sarebbe uguale al 
lato EF, in virtù della uguaglianza dei due triangoli ABC, EDF 
(n°. 84 ): nel secondo, il lato AC sarebbe minore del lato EF , 
in virtù della proposizione precedente. Ma ciò è contro la supposi- 
zione in ambedue i casi, dunque l’angolo ABC dev’essere maggiore 
dell'angolo EDF. Il che bisognava dimostrare. 

proposizioni xvin — tsommmj. 

92. Due triangoli sono uguali, allorché i tre lati del primo tono 
respeltivamente uguali ai tre lati del secondo. ( fig. 17 ). 

’ Dim. Ne’due triangoli ABC, EDF sia il lato AB— DE, AC—EF, 
BC = DF. Dico che sarà l’angolo A=E, B=D, C-=F. 

Infatti, se l’angolo A Fosse maggiore dell’angolo E, sarebbe il lato 
opposto BC maggiore del lato DE ( n° 90 ), contro la supposizione; 
e se l’angolo A fosse minore dell’angolo E, il lato BC sarebbe mi- 
nore del lato DE, anche contro la supposizione; dunque l’augolo A 
dev’essere uguale all'angolo E. Nello stesso modo si dimostra che 
l’angolo B—D e l'angolo C=-F ; e però ( n° 84 ) sarà il triangolo 
ABC uguale al triangolo EDF. II che bisognava dimostrare. 

Corollario ■ Un triangolo è determinato dai suoi tre lati. 

t)|. Scolio. Merita di essere osservato che ne’triangoli uguali, gli 
angoli uguali sono opposti ai lati uguali, e reciprocamente i lati u- 
guali sono opposti agli angoli uguali. 
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CAPITOLO IV. 

RISOLUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI. 

g 5 . Le proposizioni teoretiche fin qui dimostrate , unite alla defi 
Dizione dei cerchio, possono servire a risolvere diversi problemi utdi 
per se stessi, e propri ad assuefare i principianti all’applicazione del- 
le teoriche apprese. Ma oltre a ciò si può fare ancora un altro uso 
della soluzione de’problemi, ed è quello di mostrare la possibilità di 
certe cose, dando metodi certi per costruirle. E principalmente sotto 

J uest’ultimo punto di vista che riportiamo qui appresso la soluzione 
i alcuni problemi; dappoiché sono necessarj nelle dimostrazioni dei 
teoremi, che verranno in seguilo (*)• 

PROPOSIZIONE XIX — PROBLEMA. 

96. Da un punto di una retta data innalzare su questa retta una 
perpendicolare, (fig. 20). 

Soluzione. Sia C un punto di una retta MN, da cui debba innal- 
zarsi su questa retta la perpendicolare. 

Si faceia centro in C, e con un raggio ad arbitrio si descrivano 
due archi di cérchio, che tagliano la retta data MN nei punti A, e 
B : poi si prendano questi punti come centri, e con un raggio ugua- 
le mi AB si descrivano due archi di cerchio, i quali evidentemente 
dovranno incontrarsi; poiché se si descrivano le circonferenze intere, 
quella descritta col centro A e col raggio AB passerà pel punto B, 
e quella descritta col centro B e collo stesso raggio passerà pel pun- 
to A. Ciò premesso , dal punto D del loro incoulro si conduca la 
retta DC. Dico che questa sarà la perpendicolare richiesta. 

Infatti, si tirino le rette DA, DB. Essendo per costruzione AC= 
CB, AD—BD come raggi di cerchi uguali, e DC comune ai due 
triangoli ACD , BCD, questi saranno uguali fra loro ( n°. 92 ) ; e 
però sarà l’angolo DCA uguale all’angolo DCB ( n°. 94. ), ovvero 
sarà DC perpendicolare a MN ( n° 53 ). Il che bisognava fare. 



(*J Fin qui non abbiamo risoluto alcun problema per non interrompere 
Fontine e la connessione dei teoremi, che si dovevano dimostrare nell’entra- 
ta della scienza, a fino di render questa facile ad apprendersi ed a ritenersi. 
Quindi avendo bisogno d’innalzare una perpendicolare da un punto di una 
retta data ci siamo limitati a dimostrare la possibilità della sua esistenza, la 
quale per altro avrebbe potuto assumersi come evidente. Ciò era sufficiente 
per non dipartirsi dal rigore geometrico, che sempre dev’essere mantenuto 
con estrema scrupolosità. Nondimeno si vedrà ora che la risoluzione del 
problema in cui si tratta d’innalzare una perpendicolare dipende dalla defi- 
nizione del cerchio, e dai caratteri d’uguaglianza dei triangoli, cioè dal 
principio della soprapposizionc. Eppcrò le proposizioni contenute nel cap. 1 
si trovano dimostrate con lutto il rigore possibile. 
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SEZIONI PRIMI. 

97. Scolio. È manifesto che facendo uso della costruzione prece- 
dente si potrebbe descrivere sopra una retta data AB un triangolo 
equilatero ABI)-, poiché i tre lati AB, AD, BD sono uguali fra 
loro. 



PROPOSIZIONE XX PROBLEMA. 

98. Da un punto situato fuori di una retta indefinita abbassare 
su questa retta la perpendicolare. ( fig. ai ). 

Sol. Sia A il punto da cui dobba abbassarsi la perpendicolare 
sulla retta indefinita BD. 

Si faccia centro in A, c con un raggio sufficientemente grande si 
descriva un arco che tagliala retta data ne’ punti B , e D; indi si 
prendano questi punti per centri, e con un raggio uguale a BD si 
descivano due archi , che dovranno incontrarsi per le ragioni ad- 
dotte nella proposizione precedente. Ciò fatto, si congiunga il punto E 
d'incontro de’duc archi col punto dato A. Dico che la retta AE sarà 
la perpendicolare richiesta. 

Perocché, se si tirino le rette AB, AD, BE, DE, ne risulteranno 
i due triangoli ABE, ADE , i quali saranno uguali perchè hanno i 
tre lati respettivauieute uguali; e però sarà l'angolo BAC uguale al- 
l'angolo DAC. Or essendo ne’due triangoli ABC , ADC il lato AB= 
AD, il lato AC comune, e l’angolo BAC=DAC , essi triangoli sa- 
ranno uguali; e per conseguenza sarà d’angolo ACB=ACD, ovvero 
( n°. 53 ) sarà AE perpendicolare a BD. 11 che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XXI — PROBLEMA. 

99. Dividere una retta terminata in due parli uguali ( fig. 22 ). 

Sol. Sìa da dividersi in due parti uguali la retta AB. Dai ponti 
A, e B come centri, e con un raggio AB si descrivano due archi 
che si tagliano in C. e due altri archi che si tagliano in D ; indi si 
conduca la retta CD. Dico che questa retta dividerà la retta data in 
due parti uguali nel punto E. 

Perocché, se si tirino le rette CA , CB , AD, BD si dimostrerà 
come nella proposizione precedente che il triangolo CAE è uguale 
al triangolo CBE; e per conseguenza (n°. g 4 ) sarà AE=EB. 11 
che bisognava fare. 

100. Corollario. Si deduce da questa proposizione che si può di- 
videre una retta data AB in 4 parti uguali; poiché basta dividere 
ciascuna sua metà AE, ed EB iu due parti uguali. Si concepisce o- 
ra corno potrebbe dividersi AB iu 8, ih 16, in 32 , ecc., parli uguali. 

PROPOSIZIONE XXII PROBLEMA. 

101. Diridere un angolo in due parli uguali (fig. at ). 
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Sol. Sia da dividersi l’angolo BAD io due parti uguali. Si faccia 
centro nel vertice A , e con un raggio ad arbitrio si descriva un ar- 
co che tagli i lati dell’angolo nei punti B , e D, indi si tiri la corda 
BD, e presi per centri i punti B, e D si descrivano col raggio BD 
due archi che si tagliano nel punto E. Finalmente si conduca la 
retta AE; questa dividerà l’angolo dato in due parli uguali. 

Infatti, se si tirino le rette AB, AD, BE, DE si dimostrerà come 
nelle proposizioni precedenti che l'angolo BAC=DAC. Il che bi- 
sognava fare. 

iou. Corollario. Apparisce da questa proposizione che un angolo 
dato si può dividere in4> in 8, in 16, in 32, ecc. parti uguali. 

PROPOSIZIONE XIII I — PROBLEMA. 

io3. In un dato punto di una lima retta costruire un angolo 
uguale ad un angolo dato. ( fig. 23). 

Sol. Sia A il punto dato nella retta AC, e sia D l’angolo dato. 

Si faccia ceutro in D, e con un raggio ad arbitrio si descriva un 
arco che tagli i lati dell’angolo ne 'punti E, ed F , e si conduca la 
retta EF. Si faccia poi centro in A , e con un raggio AC=DE si 
descriva un arco indefinito; indi fatto centro in C, c con un raggio 
CB=EF si descriva un altro arco che tagli il primo nel puuto B, 
e si tirino le rette AB, CB, l’angolo BAC sarà uguale all’ angolo 
dato D. 

Infatti, i due triangoli ABC, DEF sono uguali, perchè hanno i 
tre lati respellivamente uguali, onde (n°. 92 ) sarà l’angolo A=D. 

Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XXIV — PROBLEMA. 

to|. Per un punto dato tirare una linea retta parallela ad ima 
retta data. (fig. 24). 

Sol. Sia A il punto dato, e CD la retta data. Si prenda un punto 
F sopra CD, e si conduca AF; poi si faccia centro in F, e col rag- 
gio FA si descriva l’arco AC, di cui si tiri la corda AC. Parimente 
si faccia centro in A, e col raggio AF si descriva un arco indefinito: 
indi fatto crntro in F, e con un raggio uguale alla corda AC si de- 
scriva un altro arco che tagli l’arco indefinito nel punto B. Final- 
mente si conduca la retta AB, che sarà la parallela richiesta. 

Infatti , se si tiri la corda FB, risulteranno uguali i due triangoli 
ACF, ABF, perchè hanno i tre lati respellivamente uguali, essen- 
do il lato A F comune, il lato AC—BF per costruzione, rd il lato 
AB= CF c ome raggi di cerchi uguali. Quindi (n°. 92 ) sarà l’an- 
golo AFC= FAB\ ma questi angoli sono alterni; dunque AB è pa- 
rallela a CD ( n". C7 ), Il che bisognava fare. • 
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CAPITOLO V. 

proprietà' de' triangoli. 

ioB. Le relaiioni , ch’esistono fra i lati, o fra gli augoli di un tri- 
angolo, costituiscono le proprietà di esso. Eccooe le principali. 

PROPOSIZIONE XXV TEOREMA. 

■ 06. La somma degli angoli di qualunque triangolo è uguale a 
due angoli retti. ( fig. 25 ). 

Din. Sia il triangolo ABC . dico che la somma de’ tre angoli è 
uguale a due petti. 

Si prolunghi il lato BC in D, e ei tiri CE parallela ad AB. Gli 
angoli ACE , BAC sono uguali come alterni rispetto alla secante 
AC-, rispetto poi alla secante BD , l'angolo esterno ECD è uguale al- 
l’iuterno opposto dalla stessa parte ABC-, dunque sarà tutto i'angolo 
ACD , cioè la somma de’due' ACE, ECD, uguale ai due angoli A e 
B presi insieme : si ageiunga di comune I’ angolo ACB , e sarà la 
somma degli angoli Ad). ACB uguale a quella de’ tre angoli del 
triangolo; ma la prima somma è uguale a due retti ( n° \.'ì ), dun- 
que lo sarà ancora la seconda. Il che bisognava dimostrare. 

107. Scolio. Questa proprietà del triangolo costituisce una delle 
più importanti proposizioni di geometria. Se ne deduce: 

i°. Se in un triangolo si prolunga un lato, l’angolo esterno è 
uguale alla somma de’due interni opposti. 

2 U . Se due angoli di un triangolo sono uguali a due angoli di 
un altro, ancora il terzo angolo di questa sarà eguale al terzo di 
quello. 

3 °. In un triangolo non vi può essere che un solo angolo retto, 
e con più ragione un solo angolo ottuso. - 

Da ciò no segue che rispetto agli angoli, un triangolo può essere 
rettangolo , ottusangolo, o acutangolo. 

Nel triangolo rettangolo il lato opposto all’angolo retto dicesi ipo- 
tenusa-, gli altri due si chiamano cateti. 

La denominazione di triangolo obliquangolo comprende il trian- 
golo ottusangolo, e l’acutangolo. 

PROPOSIZIONE xxvi — teorema. 

to8. In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati uguali 
sono uguali (fig. 26). 

Dim. Nel triangolo isoscele AF B sia il lato FA = FB ; dico che 
sarà l’angolo , 4 —B. 

Si divida l’angolo AFB in due parti uguali. I due triangoli AFE, 
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FEB sono uguali, perché hanno l’angolo AFE ugnale all* angola 
EFB, e sono uguali i lati, che comprendono i detti angoli , onde 
(n°. 58 ) sarà l’angolo A=B. Il che bisognava dimostrare. 

109. Corollario . Dall'uguaglianza de’medesimi triangoli li dedu- 
ce che il lato AE =a EB, e che l'angolo AEF = FEB, onde questi 
due angoli sono retti: e però « in un triangolo isoscele, la linea FB, 
» che divide V angolo al vertice AFB in due parti uguali, è perpeu- 

I dicolare alla base AB, e passa pel suo punto di mezzo E. 

PROPOSIZIONE XXVII TEOREMA. 

110. Se in un triangolo due angoli sono uguali , 1 lati opposti 
saranno uguali ( fìg. 26). 

Dim. Nel triangolo AFB sia l’angolo A = B\ dico che sarà il lato 
AF = FB. 

Dal punto F si conduca la perpendicolare FE sopra AB. 

Ne’ triangoli AFE. FEB il lato FE è comune , l’angolo A=*B 
per ipqtesi, l’angolo FE.4 = FEB come retti, dunque sarà il terzo 
angolo AFE uguale al terzo angolo BFE ( n° 67 ); per conseguen- 
za i due triangoli saranno uguali ( n°. 54 ) , onde sarà FA— F il 

II che bisognava dimostrare. 

ni. Corollario I. Da questo teorema si deduce che la perpendi- 
colare abbassata dal vertice di un triangolo isoscele sopra la base , 
divide l’angolo al vertice in due parli uguali , e passa pel punto di 
mezzo della base medesima. 

112. Corollario li. Ne risulta ancora che un triangolo equilatero 
è nel tempo stesso equiangolo , c reciprocamente un triangolo equi- 
angolo é sempre equilatero. Ed il triangolo equilatero avendo i tre 
angoli eguali fra loro, ciascuno di essi equivale a due terzi di uu 
angolo retto (n°. 66). 

PROPOSIZIONE XXVIII TEOREMA. 

1 1 3 . Di due angoli di un triangolo il maggiore è quello, che tro- 
vasi opposto ad un lato maggiore. .( fig. 27. ) 

Dim. Nel triangolo ABC sia il Iato CB maggiore del lato CA ; 
dico che sarà l’angolo CAB maggiore deU’aDgolo CBA. 

Sul lato CB si prenda una parte CD uguale al Iato CA\ e si tiri 
la retta DA. Essendo isoscele il triangolo CAD, sarà l’angolo CAD 
uguale all’angolo CDA (n°. 68). Ma l’angolo CD A esterno al trian- 
golo DB 4 è maggiore dell’angolo interno ed opposto ABD ( n°. 67), 
dunque sarà ancora l'angolo CAD maggiore dell’angolo ABD, e con 
più forte ragione lo sarà l’angolo CAB. Dunque 1 ’ angolo CAB à 
maggiore dell’angolo CBA. Il che bisognava dimostrare. 
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PROPOSIZIONE XIX TEORESI J. 

1 1 4 - Reciprocamente di due lati di un triangolo il maggiore è 
quello , che trovasi opposto ad un angolo maggiore. ( Cg. 27 ). 

Dim. Nel triangolo ABC sia l’angolo CAB maggiore dell’ angolo 
CBA\ dico che sarà il lato CB maggiore del lato CA. 

Imperocché se il lato CB non è maggiore del lato CA , sarà 0 u- 
guale, o minore; e neH’uno. c nell'altro caso non sarebbe l’angolo 
C.IB maggiore dell’angolo CBA, contro la supposizione. Dunque il 
lato CB dev’esser maggiore del lato CA. Il che bisognava dimostrare. 

11 5 . Scolio. Da quanto fin qui si è dimostralo intorno ai trian- 
goli, si deducono alcune proprietà importanti delle rette perpendi- 
colari, ed oblique. 



PROPOSIZIONE xxx — TEORESI J. 

116. Se pel punto di mezzo 1 * di una retta terminata AB s in- 
nalzi su questa, retta una perpendicolare indefinita PS. 

i°. Ogni punto S di essa perpendicolare sarà equidistante dalle 
due estremità della retta AB 

2°. Ogni punto M situato fuori della perpendicolare sarà disu- 
gualmente distante dalle stesse estremità ( lig. 28 ). 

Dim. Infatti, si congiunga il punto 5 con i due punti A , e B. Nei 
triangoli SAP, SBP il lato AP=PB per supposizione, il lato SP è 
comune, e l’angolo APS—.BPS perci ò retti. Quindi (n°. 84 ) il 
triangolo SAP è uguale al triangolo SBP\ e per conseguenza sarà il 
lato SA—SB , ovvero sarà il punto S equidistante dai punti A, e B. 

In secondo luogo, se si tirino le rette MA . HIP, MB, ne risulte- 
ranno i triangoli MAP. MBP, ne’quali il lato MP è comune, il lato 
AP— Pii, e l’angolo APM è maggiore dell'angolo BPM , perchè l’u- 
110 è ottuso, e l’altro acuto Epperò sarà il terzo lato MA maggiore 
del terzo lato MB ( n°. 1 14 ) > vale a dire sarà il punto M disugual- 
meute distante dai punti A, e B. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XXII — TEORESI A. 

117. Se da un punto A situato fuori di una retta CD si condu- 
cano su questa retta la perpendicolare AP, e differenti oblique AB, 
AC, AD; 

i°. La perpendicolare sarà più corta di ogni obliqua. 

2°. Le oblique AB, ÀC, che si discostano ugualmente dal piede 
P della perpendicolare saranno uguali. 

3 ". Di due oblique qualunque AD, ed AB quella che più si allon- 
tana dal piede della perpendicolare sarà la più lunga. ( lig. 29 ). 

Dim. Infatti, i" ue! triangolo ABP l'angolo APB è retto; perciò 
sarà acuto l’angolo ABP ( n° 107 ); ed il lato AB opposto all’angolo 
maggiore APB sarà maggiore del lato AP opposto all’angolo minore 
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ABP(n°. 1 1 4 - ) , vale a dire la perpendicolare AP sarà più curia 
della obliqua AB , e nello stesso modo si dimostrerà che sarà più 
corta di qualunque altra obliqua. 

a°. 1 due triangoli ABP, ACP sono uguali , poiché il lato BP = 
PC per supposizione, il lato AP è comune , e 1 ’ angolo APB—APC 
come retti. Quindi sarà l’obliqua AB=AC. 

3 °. Nel triangolo ADB l’angolo ottuso ABD è maggiore dell acuto 
ADB\ per conseguenza ( n°. 1 14 ) sarà il lato AD maggiore del lato 
AB. Il che bisognava dimostrare. , 

ii 8. Corollario I. La perpendicolare misura la vera distanza di 
un punto ad una retta data, perchè è più corta di ogui obliqua con- 
dotta da quel punto alla retta medesima. 

119. Corollario II. Da un medesimo punto non si possono con- 
durre sopra una retta data data più di due rette uguali; perocché se 
si potessero condurre tre rette uguali, vi sarebbero da uua medesi- 
ma parte della perpendicolare due oblique uguali ; il che non può 
sussistere. 

120. Scolio I. Si osservi che se le oblique AB, AC si suppongono 
uguali fra loro, esse dovranno allontanarsi ugualmente dal piede P 
della perpendicolare AP ; dappoiché essendo in tal caso isoscele il 
triangolo ABC, la perpendicolare AP deve dividere la base BC in 
due parli uguali nel punto P ( n°. 111), onde sarà BP=PC. 

ibi. Scolio II. Merita ancora di essere notalo che si possono de- 
scrivere tutte le diverse specie di triangoli, facendo convenevolmen- 
te variare la distanza del punto A (fig. 29) dalla retta DC. Infatti, 
i°. Se la distanza accennala è tale che l’obliqua AB, o la sua u- 
guale AC, sia uguale a BC , il triangolo ABC sarà equilatero. Si 
è poi visto ( n°. 97 ) che ciò accade quando presi per centro i punti 
B, e Csi descrivano collo stesso raggio BC due archi di cerchio, i 
quali in virtù dello scolio precedente dovranno incontrarsi iu un 
punto della perpendicolare AP. A 

2°. Se AP—BP=PC, il triangolo ABC sarà isoscele rettangolo. 
Perocché in tal caso essendo isosceli i triangoli ABP, ACP, gli au- 
goli alla base AB del primo saranuo uguali agli angoli alla base AC 
del secondo (u°. 108 ). Ma i quattro angoli accennati formano i tre 
angoli del triangolo ABC, ed equivalgono perciò ( n°. 107 )a due 
retti. Dunque l’angolo BAC, che è la somma dei due angoli BAP , 
CAP, dev’essere uguale ad un angolo retto. 

Da ciò si potrà facilmente dedurre che quando AP è minore di 
BP, il triangolo ABC è isoscele ottusangolo, e quando AP è mag- 
giore di BP, lo stesso triangolo è isoscele acutangolo. Del resto que- 
ste diverse specie di triangoli isosceli si possono costruire facilmente 
tirando due rette AB, AC che facciano fra loro un angolo retto , o 
acuto, o ottuso, preudendo AB— AC , e congiungendo il punto B 
col punlo C. 

3 . Finalmente se AP è uguale, o maggiore di DC , il triangolo 
ADC sarà scaleno acutangolo. Perocché, essendo la obliqua AD 
maggiore della perpendicolare AP, sarà pure maggiore di DC ; e 
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per conseguenza ( n°. 1 1 3 ) l’angolo DCA sarà maggiora dell’angolo 
DAC. Ma l’angolo DCA è acuto, dunque sarà ancora acuto l'angolo 
DAC: è poi ancora acuto l’angolo ADC , dunque il triangolo CAD 
è acutangolo. Or essendo la obliqua AD maggiore della obliquale 
(n°. 1 17 ), e questa essendo maggiore della perpendieolare AP u- 
guale per ipotesi a DC, ne segue che il triangolo CAD sarà scaleno 
acutangolo. 

E facile poi vedere che essendo retto l’angolo BAC, quando APxa 
BP , il triàngolo CAD risulta in tal caso scaleno ottusangolo. In 
quanto al triangolo scaleno rettangolo, esso si avrà allorché essendo 
AP maggiore di PC si faccia l’angolo DAP uguale all’angolo ACP ; 
dappoiché in tal caso il terzo angolo PAC del triangolo APC sarà 
uguale al terzo angolo del triangolo APD ( n°. 107 ); e dovendo es- 
sere uguali a due retti i tre angoli del triangolo ADC, ne segue ohe 
l’angolo DAC , somma dei due angoli DAP, PAC , dev’essere uguale 
ad un angolo retto. 

Del resto, il triangolo scaleno ottusangolo, o rettangolo si può fa- 
cilmente costruire, tirando due rette AD, AC che facciano fra loro 
un angolo ottuso, o un angolo retto, facendo AD maggiore di AC , 
e congiungendo il punto D col punto C\ ma pel triangolo scaleno 
acutangolo bisogna ricorrere alla costruzione sopra indicata, la qua- 
le è di una grande semplicità (*). 

CAPITOLO VI. 

de’ poligoni. 

i2a. Un piano terminato d* ogni intorno da linee chiamasi Jigura 
piana. 

12.3. Se le linee sono rette la figura piana si dira rellilinea , o 
piti brevemente poligono ( lìg. 3 o). 

124.. Se le linee sono curve la figura piana si dirà curvilinea. Il 
cerchio è la sola figura curvilinea che si considera negli elementi di 
geometria. 

125 . Finalmente se le linee sono rette e curve , la. figura piana 

si chiamerà mislilinea ( lìg. 1 ). ' 

126. Le rette AB, BC, CD, ecc. (fig. 3 o) che terminano il poli- 
gono, diconsi tali, i vertici degli angoli ABC, BCD, CDE , ecc. for- 
mati da questi lati sono i vertici del poligono. 

137. Ogni retta, AG, AD, AE, ecc., che unisce i vertici di due 
angoli non adiacenti, dicesi diagonale del poligono. 



(*) Le consi iterazioni fatte in questo scolio meritano di fissare tutta l’al- 
t azione dei principianti; dappoiché non solo mostrano la possibilità di co- 
struire qualunque specie di triangolo, ma danno ancora occasione di eser- 
citarsi su quasi tutta le proposizioni precedenti, vcJcndolc , per così dire , 
quasi tutte riunite in una sola figura. 
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ia 8 . L’insieme de’lati del poligono forma il suo contorno o peri- 
metro. Se i lati sono uguali il poligono dicesi equilatero ; se sono 
uguali gli angoli si chiama equiangolo. 

i ag. Il poligono equilatero ed equiangolo prende il nome di po- 
ligono regolare. > 

130. Due poligoni sono equilateri fra loro, quando hanno i loro 
lati respettÌTamente uguali, e disposti nel medesimo ordine. Sono 
poi equiangoli fra loro, quando hanno gli angoli respetti vamenle ti- 
gnali o disposti nel medesimo ordine, 

131. I poligoni prendono nomi diversi, secondo il numero dei lo- 
ro lati. Il poligono di tre lati è il triangolo, di cui si è parlato ne’ca- 

5 itoli precedenti: quello di quattro lati chiamasi quadrilatero , quello 
i cinque pentagono, di sei, esagono, di sette, ettagono, di otto, ot- 
tagono, di nove, enneagono, di dieci, decagono, di dodici, dodeca- 
gono, di quindici, quindecagono o pentedecagono. Per tutti gli al- 
tri poligoni non si adoperano nomi derivati dalla lingua greca ; ma 
si enuncia il numero dei lati; e però si dice un poligono di u , di 
i3, di i 4 , di 16 , di 17 lati ecc. 

i3a. Nella geometria elementare si considerano solamente i poli- 
goni convessi , cioè quelli che non hanno angoli rientranti. La 
fig. 3o rappresenta un poligono convesso, quello dinotato dalla (ìg. 
3i contiene l’angolo rientrante DEF. 

i33. Il perimetro del poligono convesso è tale che non può essere 
segato dai prolungamenti dei suoi lati, al contrario quello del poli- 
gono concavo, o ad angoli rientranti, può essere segato in due o 
più punti quando si prolunghi qualche suo lato sufficientemente. 

può posizione xxxii — teorem j. 

1 34- La sommi di tutti gli angoli interni di un poligono è ugua- 
le a tante volte due angoli retti, quante unità sono nel numero dei 
suoi lati meno due ( fig. 3o ). 

Dim. Sia AtìCDF il poligono proposto: se dal vertice d'an mede- 
simo angolo A si conducano a tutti i vertici degli angoli opposti le 
diagonali AC, AD, AE, AF, è manifesto che il poligono sarà divi- 
so in cinque triangoli, se ha sette lati; in sei triangoli, se ha otto la- 
ti; ed in generale in tanti triangoli quanti sono i lati del poligone 
meno due; dappoiché questi triangoli possono essere considerali co- 
me aventi per vertice comune il punto A, e per basi i differenti lati 
del poligono, eccetto i due, che formano l’angolo A. Or la somma 
degli angoli di tutti questi triangoli non differisce dalla somma degli 
angoli del poligono; dunque questa somma è Uguale a taule volte 
due angoli retti quanti sono i triangoli, vale a dire quante unità so- 
no nel numero dedali del poligono meno due. 11 che bisognava di- 
mostrare. 

1 35. Corollario I. Da questo teorema si deduce che nel quadrila- 
tero la somma degli angoli é uguale a 4 angoli retti ; nel pentagono 
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è uguale a 6 angoli retti; nell’esagono è uguale a 8 angoli retti; nel- 
l’oltngono a tv angoli retti; nel decagono a i6, eC... 

i 3 G. Corollario. II. Quando il poligono è regolare, ciascuno dei 
suoi angoli sarà uguale al valore della somma di essi diviso pel loro 
numero. Epperò un angolo di un poligono regolare di tre lati sarà 
uguale a - di un angolo retto, quello di un poligono regolare di 4 
lati sarà uguale ad un retto , quello di un pentagono regolare sarà 
| di un retto, quello di un esagono regolare, | di un retto, ec... 

137. Corollario . IH. Reciprocamente, se si conoscesse la somma 
degli angoli d’un poligono, si potrebbe determinare il numero de’suoi 
lati. Se per esempio, questa somma equivale a 3 o angoli retti, la 
metà di questo numero, o i 5 , dinota il numero de' lati del poligono 
diminuito di due; il poligono ha dunque 17 lati. 

PROPOSIZIONE XXXIII — TEOREMA. 

1 38 . Sei lati di un poligono ABCDE si prolunghino ordinata- 
mente verso tma medesima parte , la somma di tutti gli angoli ester- 
ni CBm, DCn, pDE, ree. sarà uguale a quattro angoli retti (Cg. 3 a). 

Dim. Imperocché ogni angolo esterno CBm fa coll'interno adia- 
cente jIBC due angoli retti; e però tutti gli angoli esterni insieme 
con tutti gl’interni sono uguali a laute volte due retti, quante unità 
vi sono nel numero de’ lati del poligono. Ma tutti gli angoli interni 
sono uguali a tante volte due retti quante unità vi sono nel numero 
dei lati meno due, ovvero sono uguali a tante volle due retti, quante 
unità vi sono nel numero dei lati meno quattro retti. Se dunque si 
tolgono gl interni, resteranno gli esterni uguali a quattro angoli ret- 
ti. Jl che bisognava dimostrare. 

Delle condizioni che determinano i poligoni. 

1 3 q. Esistono per i poligoni in generale, come per i triangoli, al- 
cuni caratteri, dai quali si può dedurre la loro uguaglianza. E poiché 
siffatti caratteri equivalgono alle condizioni necessarie e sufficienti a 
determinare un poligono, così ci occuperemo qui appresso di alcune 
di queste condizioni, dalle quali si potranno, ove si veglia, ricavare 
faci, menici caratteri corrispondenti deU’uguaglianza dei poligoni. 

PROPOSIZIONE XXXIV TEOREMA. 

i.|o. Un poligono ABCDEF è determinato, quando si conoscono 
(ulti 1 suoi lati, e tutte le diagonali AC, AD, AE , che partono da 
un medesimo vertice A ( fìg. 3 o). 

Dtm. Imperocché , è manifesto che il poligono potrà costruirsi , 
allorché si conosceranno tutti i triangoli , che lo compongono. Or 
«ssctido dati tutti i lati del poligono, e tutte le diagonali che partono 



Digitized by Google 




GEOMETRIA PURA 



33 

da un medesimo vertice, ciascuno triangolo ABC, ACD, ecc. trovasi 
determinato dai suoi tre lati: dunque il poligono è determinato, il 
che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XIXV — TEORESI J. 

i4i. Un poligono ABCDEF è determinato, quando si conoscono 
tutti i suoi lati , e tutti i suoi angoli consecutivi ABC, BCD, ecc ; 
eccetto « tre ultimi DEF, EFA, FAB ( fig. 3o ). 

Dim. Infatti, il triangolo ABC si trova determinato dall’angolo B, 
e dai lati AB, BC che lo comprendono. Quindi si conoscerà l’angolo 
BOA, ed il lato AC. Ma l’angolo BCD è dato per ipotesi , dunque 
sarà ancora dato l’angolo ACD, ed i lati AC, DC che lo compren- 
dono; e per conseguenza il triangolo ACD si trova determinato. 
Nello stesso modo si dimostrerà che tutti i triangoli consecutivi sono 
determinati, eccetto l’ultimo AFE , che sarà determinato dai suoi 
tre lati. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XXXVI TEOREStJ. 

i4a. Un poligono ABCDEF è determinato , quando si conoscono 
tutti i suoi letti, e tutti i suoi angoli, eccetto i due lati EF,‘ FA, e 
l’angolo F compreso da questi lati ( fig. 3o ). 

Dim. Perocché si dimostra, come nella proposizione precedente , 
che tutti i triangoli consecutivi ABC, ACD, ecc. si trovano determi- 
nati, eccetto l’ultimo AFE , il quale sarà determinato dal lato AE , 
e dagli angoli FAE, AEF adiacenti a questo lato. Dunque tutto il 
poligono è determinato. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XXXVII TEOREStJ. 

i43. Un poligono ABCDEF è determinato, quando si conoscono 
tutti i suoi lati, e tu iti i suoi angoli, eccetto il lato AF , ed i due 
angoli adiacenti a questo lato ( fig. 3o ). 

Dim. Infatti si dimostra, come nella proposizione precedente, che 
tulli i triangoli consecutivi ABC, ACD, ecc. sono determinali eccet- 
to ruliimo AFE, che sarà determinato dai lati AE, FE, e dall’ an- 
golo AEF contenuto da questi lati. Dunque lutto il poligono è de- 
terminalo. 11 clic bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XXXVIII TEOREMA. 

i -44-- Un poligono ABCDE è determinalo, quando si conosce uno 
de' suoi lati AB, e tutti gli angoli che questo lato fa con i lati e le 
diagonali che partono dalle sue estremità ( fig. 33 ). 

3 
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Dim. Imperciocché, ciascun vertice C , D , Et\ trova legato al 
lato dato AB per meno di un triangolo ACB, A DB, AEB, nel qua- 
le si conosce il lato accennato AB, ed i due angoli ad esso adiacenti. 
Quindi tutti i vertici del poligono si trovano determinati; e però tut- 
to il poligono sarà pure determinato. Il che bisognava dimostrare. 

i45- Scotio I. Quando si è detto ( n° g3 ) che un triangolo è 
determinato dai suoi tre Iati, si avrebbe potuto dire in un modo più 
generale che un triangolo è determinato dai suoi 6 elementi, che so- 
no i lati e gli angoli, meno tre angoli, come avviene in tutti i poli- 
goni. Parimente si potrebbe dire che un triangolo è determinato da 
lutti i suoi elementi, meno due lati e l’angolo da questi compreso , 
oppure meno un lato ed i due angoli adiacenti a questo lato, il che 
ha luogo in tutti i poligoni. Da ciò si deduce in generale che un po- 
ligono qualunque, triangolo, quadrilatero, pentagono, ecc. è deter- 
minato da tolti i suoi elementi meno tre , salvo alcune eccezioni , 
delle quali si parlerà in appresso. Quindi se si rappresenta con n il 
numero de’lati di un poligono qualunque, sn rappresenterà il nume- 
ro totale de’suoi elementi; per conseguenza il numero dei dati neces- 
sari! alla determinazione dì un poligouo sarà espresso da an-3. Dal 
che ne segue esser necessari! to- 3, o 7 dati per uu pentagono; ta-3, 
o g per un esagono, e così in progresso. 

146, Scolio II. Dalie cose precedenti apparisce la corrisponden- 
za ch’esiste fra le condizioni, che determinano i triangoli , e quelle 
che determinano i poligoni in generale. Rimane ora a dire qualche 
cosa intorno alle proprietà de’poligorii relativamente a quelle che 
apparlengoao ai triangoli. Si è dimostrato che quando in un triango- 
lo vi sono lati uguali, vi devono essere ancora angoli uguali, e reci- 
procamente. Si è dimostrato ancora clic quando in un triangolo si 
trovano lati disuguali, vi devono essere ancora angoli disuguali , e 
reciprocamente. Queste proprietà non hanno luogo necessariamente 
negli altri poligoni. La maggior parte di essi possono avere tutti i 
loro lati uguali e tutti i loro angoli disuguali, oppure tutti i loro an- 
goli uguali e tutti i loro lati disuguali. Da ciò si deduce che in un 
poligouo può aver luogo un cangiamento in tutti gli angoli, oin al- 
cuni di essi, senza che vi sia cangiamento ne’ lati, e che vi possa es- 
sere cangiamento in tutti i iati, o in alcuni di essi, senza che vi sia 
cangiamento negli angoli Ciò sì vedrà chiaramente in appresso. 
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CAPITOLO VII. - 

DEI QUADRILATERI. 

1 4 . 7 . Fra i quadrilateri trovami alcuni di forma particolare, che 
meritano di essere specialmente considerati ; dappoiché godono di 
molte proprietà importanti. 

i48. Si chiama Trapezio il quadrilatero, di cui due soli lati sono 
paralleli. 

i 49- Da ciò ne segue che essendo nel trapezio ABCD ( fig. 34), 
paralleli i lati opposti AB, DC, gli angoli A e D devouo essere sup- 
plementarj ( n° 60 ), come pure gli angoli B e C. 

Si deduce ancora che se l’angolo A è retto ( lig. 35 ), l’angolo D, 
sarà ancora retto. 

150. Il quadrilatero, che ha i lati opposti paralleli, dicesi paral- 
lelogrammo. 

La fig. 36 rappresenta un parallelogrammo, nel quale i lati oppo- 
sti AB, DC sono paralleli, come pure i lati AD, BC. 

151. Si chiama Parallelogrammo rettangolo, o più semplicemen- 
te rettangolo, il quadrilatero che ha gli angoli retti , senza avere i 
Iati uguali ( fig. 37 ). 

i5a. II quadrilatero, che ha i lati uguali senza avere gli angoli 
retti, dicesi rombo : si dà ancora a questa figura il nome di losanga 
( fi g- 38 ). 

>53. Si dà il nome di quadrato al quadrilatero che ha i iati u- 
guali, egli angoli retti (fig. 3g). 

PROPOSIZIONE XXXIX TEOREM J. 

1 54. La diagonale di un parallelogrammo lo divide in due parti 
uguali ( fig. 36 ). 

Dim. Nel parallelogrammo ABCD si conduca la diagonale BD. 

Essendo AD parallela a BC, saranno uguali gli angoli alterni ADB, 
DBC: parimente essendo DC parallela ad AB , saranno uguali gli 
angoli alterni ABD, BDC. Quindi i due triangoli ABD, BDC han- 
no il lato BD comune, e gli angoli adiacenti a questo lato respetli- 
vamente uguali; per conseguenza sono uguali. Dunque la diagonale 
BD divide il parallelogrammo in due parti uguali. Il che bisognava 
dimostrare. 

155. Corollario I. Si deduce da questo teorema che 

/ lati opposti d' un parallelogrammo sono uguali, come pure gli 
angoli opposti. 

Perocché essendo il triangolo ABD uguale al triangolo BDC sarà 
il lato AD — BC, il lato AB — DC , c l’angolo A—C. È poi l’an- 
golo ABC composto de’ due angoli ABD , DBC , che souo respeltiva- 
mente uguali agli angoli BDC , ADB , dunque sarà àncora l’angolo 
ABC =c ADC. 
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i56. Corollario II. Due parallele sono equidistanti. 

Infatti, sieno AB, CD ( fig. 37 ), due rette parallele, 0 sulla pri- 
ma s’inualzino le due perpendicolari AC, BD, queste dovranno es- 
sere anche perpendicolari all’altra ( n° q5 ) , e perciò ciascuna di 
esse misura la distanza scambievole delle due parallele. Ma AC =s 
BD-, perché la figura ACDB è un parallelogrammo, dunque due pa- 
rallele sono equidistanti. 

ifi 7 - Corollario III. Due parallele AB, CD ( fig. 36) comprese 
fra due altre parallele AD, BC sono uguali fra loro. 

PROPOSIZIONE ZI. TEOREMA. 

i58. Se in un quadrilatero i lati opposti sono uguali, la figura 
sarà un parallelogrammo ( fig. 36 ). 

Dim. Nel quadrilatero ABCD sia il lato AB = DC, il lato AD= 
BC. Dico che la figura ABCD è un parallelogrammo. 

Imperocché se si conduca la diagonale BD, i due triangoli ABD, 
BDC saranno uguali, perchè hanno i tre lati respeltivamentc uguali 
( u° 92 ). Quindi l’angolo ADB opposto al lato AB sarà uguale al- 
l’angolo DBC opposto al lato CD: ma questi angoli sono alterni ri- 
spetto alle rette AD, BC, dunque queste rette sono parallele (n° 67 ). 
Nello stesso modo si dimostra che AB è parallela a CD, e però il 
quadrilatero AB CD è un parallelogrammo. Il che si doveva dimo- 
strare. 

PROPOSIZIONE Iti — - TEOREMA. 

159 Se due lati opposti di un quadrilatero sono uguali e paral- 
leli , la figura sarà un parallelogrammo ( fig. 36 ). 

Dim . Nel quadrilatero ABCD sia il lato AB uguale e parallelo al 
lato DC. Diro che la figura ABCD sarà uu parallelogrammo. 

Si tiri la diagonale BD. E poiché AB è uguale e parallelo a DC, 
gli angoli alterni ABD, BDC saranno uguali (n. 73 ). Quindi i due 
triangoli ABD, BDC hanno il lato BD comune, il lato AB = DC, e 
l'angolo compreso dai due primi uguale aU’augolo compreso dai duè 
secondi; perciò i due triangoli sono uguali, e sarà il lato AD = BC. 
Ma quando in un quadrilatero i lati opposti sono uguali, la figura è 
un parallelogrammo ( n° i58 ); dunque il quadrilatero ABCD è un 
parallelogrammo, il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XtlI TEOREMA. 

160. Le diagonali d un parallelogrammo si tagliano scambievol- 
mente in due parti uguali ( fig. 4<> )• 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD. Dico che le due diagonali 
AC, BD si tagliano scambievolmente in due parli uguali. 
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Infatti, noi due triangoli ADO, BCO i Iati AD, BC sono uguali 
come lati opposti del parallelogrammo; l’angolo ÀDO uguale all’an- 
golo OBC come alterni rispetto alle parallele AD, BC , e l'angolo 
OADz=i OCB per la stessa ragione, dunque i due triangoli ADO, 
BOC sono uguali ( n° 86 ); e perciò sarà AO=. OC , e DO — OB 
( n° g 4 ). Il che bisognava dimostrare. 

161. Scolio I. Nel rettangolo ABCD ( fig. 37 ) le due diagonali 
non solo si tagliano scambievolmente in parti uguali , ma sono anco- 
ra uguali fra loro. Perocché sono uguali i due triangoli ABC, ABD , 
essendo il lato AB comune, il lato AC=BD , e l’angolo CAB— ABD 
come retti. 

162. Scolio li. Nel rombo ( fig. 38 ) le due diagonali sono disu- 
guali, ma si tagliano ad angoli retti. Perocché essendo i punti B, e 
D ugualmente distanti dalle estremità della retta AC , la retta BD 
sarà perpendicolare ad AC ( n° 1 16 ). 

1 63 . Scolio III. Dalle cose precedenti risulta che nel quadralo 
( fig. 39 ) le due diagonali sono uguali, e si tagliauo ad angoli retti. 

PROPOSIZIONE XLin •—PROBLEMA. 

i 64 Costruire un parallelogrammo, essendo dati un angolo, ed 
i due lati che lo comprendono ( fig. 36 ). 

Sol. Si faccia l’angolo A uguale all’angolo dato ; poi su i lati di 
esso si prendano le due parli AB, AD uguali respettivamente ai due 
lati dati- Ciò fallo dal punto B si tiri BC parallela ad AD, e dal pun- 
to D si tiri DC parallela ad AB. La figura ABCD sarà evidentemente 
il parallelogrammo richiesto. Il che bisognava fare. 

1 65 . Scolio I. Si osservi che se l’angolo BAD è retto , la figura 
ABCD diviene un rettangolo; e sé di più i lati AB, AD sono uguali, 
la stessa figura diverrà un quadralo. Si può dunque con la costru- 
zione indicata descrivere un rettangolo, di cui sono dati due lati che 
comprendono l'angolo retto, e costruire un quadrato sopra una retta 
data. 

166. Scolio II. E facile vedere che il rettangolo si può ancora 
costruire in un altro modo. Infatti si tir. una retta AB ( fig- 07 ) u- 
guale ad uno de’due lati adiacenti dati ; indi alle due estremità di 
questa retta s’innalzino le perpendicolari AC, BD , ciascuna delle 

2 uali si faccia uguale all’altro lato adiaceulc dato, e si congiuuga io- 
ne il punto C col punto D, la figura ABDC sarà il rettangolo ri- 
chiesto in virtù delle proposizioni precedenti. 

167. Scolio III. Con la costruzione indicata nello scolio prece- 
dente si può sopra una data retta AB ( fig. 3 g ) descrivere il qua- 
dralo; solamente dovrà farsi ciascuna delle due perpendicolari AD\ 
BC uguale al lato dato AB. 
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CAPITOLO Vili. 

DELLE RAGIONI E DELLE PROPORZIONI IN GENERALE. 

168. Il principio dell' esatta soprapposizione ( n° 37 ) applicato 
ai triangoli, e le conseguenze che ne abbiamo dedotte , sono state 
sufficienti a farci scoprire alcune proprietà delle figure piane retti- 
linee, le quali proprietà si potrebbero chiamare costitutive delle fi- 
gure medesime, in quanto che serpono alla loro descrizione geome- 
trica. In tal modo abbiami riconosciuta la possibilità di descrivere 
tutte le specie di triangoli ( n° 121 ), indi quella di descrivere tutti 
i poligoni in generale , ed in particolare il trapezio, il parallelo- 
grammo, il rettangolo, il quadrato, il rombo o losanga. 

169. Ma quando si vogliono paragonare generalmente le stesse 
figure tra loro, per valutare le uno per mezzo delle altre, allora il 
principio summenlovato dell’esatta sopràpposizione non basta più es- 
so solo, e conviene ricorrere alla teorica generale delle ragioni e 
delle proporzioni. Or siccome ogni grandezza ( n° 5 ) si può ridur- 
re a numero paragonandola ad un’altra della stessa specie presa 
per unità (*), cosi ne consegue che la teorica accennata appartiene 
propriamente all’Aritmetica, o piuttosto all’Algebra; ciò non ostante 
essa verrà esposta qui appresso, affinchè si possa conoscere in qual 
modo debba adoperarsi nell'applicarla alla quantità continua. 

DELLA RAGIONE. 

170. Due grandezze non possono paragonarsi l’ una all’ altra ri- 
spetto alla loro quantità se non sono omogenee , vale a dire della 
stessa specie o natura: cosi una linea non potrà paragonarsi ad una 
superfìcie, o ad un solido, ma si paragonerà la linea alla linea , la 
superficie alla superficie, il solido al solido. 

17 1. Di due grandezze omogenee la minore moltiplicata quanto 
basta deve alla line superare la maggiore ; e questa proprietà ap- 
partenendo esclusivamente alle grandezze omogenee, è stata con ra- 
gione da alcuni matematici adottata per carattere distintivo di quelle 
grandezze. 

172. Tra due grandezze omogenee disuguali, la maggiore si dice 
moltiplica della minore, quando la minore presa più volle pareggia 
la maggiore. 

173. Parte aliquota, o summoltiplice si dice la minore di due 
grandezze omogeneé disuguali, allorché può esser contenuta un cer- 
to numero di volle esattamente nella maggiore. 

17.L Parte aliquanta si dirà quella grandezza minore, che nou 
può essere contenuta un certo numero di volle esattamente nella 
maggiore. 



(*) Paoli, Algebra n° 1. 



Digitized by Google 





geometria pura 



3 9 

175. S'intende per comune misura di due grandezze omogenee 
una grandezza omogenea con le prime due, ed aliquota di ciascuna 
di loro. 

176. Se dunque una grandezza D è una comune misura di due 
altre grandezze A e B, ogni parte aliquota di D sarà ancora una co- 
mune misura di A e B. 

Inoltre è manifesto che se Dè comune misura di A, e di una sua 
parte, lo sarà ancora della rimanente parte. 

177. Due grandezze omogenee si dicono commensurabili fra loro, 
quando hanDo una comune misura. 

178. Per esempio , una linea di 25 palmi, ed una di io sono 
grandezze commensurabili, perchè hanno per comune misura una 
linea di 5 palmi, la quale è parte aliquota di ciascuna di loro , en- 
trando il 5 esattamente cinque volle nel n 5 , e due voltenei io. Cosi 
pure una linea di io palmi, ed una di 1 palmo sono commensurabi- 
li tra loro, perchè hanno per comune misura una linea di un palmo. 
Sicché i numeri interi e fratti sono quantità commensurabili, perchè 
hanno per comune misura l’unità, o una parte di essa. Quindi si 
deduce che sono commensurabili fra loro quelle grandezze omoge- 
nee, le quali si possono esprimere con numeri interi, o fratti. 

179. Due grandezze omogenee si dicono incommensurabili, allor- 
ché non hanno una comune misura. 

180. Appartengono a questa specie di grandezze le radici quadra- 
te o cubiche de’numeri, che non sono quadrali o cubi perfetti, per- 
chè si dimostra neH’Aritmelica (*) che es6e non si possono esprimere 
esattamente nè con numeri interi, nè con numeri frazionari!, ma so- 
lamente si può assegnare il loro valore con quella approssimazione 
che si vuole. Epperò le radici accennate non possono avere per co- 
mune misura l’unità, o una parte dell’unità comunque si voglia pic- 
cola. 

i8r. Ragione o rapporto di due grandezze omogenee A e B di- 
cesi il quoziente, che si ottiene dividendo l'una per l'altra. ' 

182 Per esempio, la ragione di 3 o a 6 è -I 2 , ovvero 5 , perchè 
5 è il quoziente di 3 o diviso per 6. 

Reciprocamente la ragione di 6 a 3 o è 77, ovvero j; ed in ge- 

A 

nerale la ragione di A a B sarà espressa da A: B, oppure da 

i 83 . Da ciò si deduce che la ragione di due grandezze omogenee, 
è un numero, 0 una frazione, di cui i termini sono espressi dai nu- 
meri dèlie misure comuni contenute nelle due grandezze accennate 
allorché si paragona l’una con l’altra. 

Àbbenchè la frazione,, di cui è parola, non possa esprimersi esat- 
tamente nel caso del rapporto incommensurabile, perchè niuna fra- 
zione può esprimere un rapporto incommensurabile, pure essa esiste, 
dappoiché, come più sopra abbiam’ dello, si può assegnare il valore 



(*) Amante, Aritmetica ( § 4^). 
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di un numero incommensurabile, come sarebbe, per esempio, la ra- 
dice quadrata di a, con quella approssimazione che si vuole. 

184. Le due grandezze omogenee che si paragonano fra loro di- 
consi termini della ragione, ed il primo termine si chiama anteceden- 
te, il secondo conseguente. Cosi nella ragione di A : B, fanteceden- ' 
te è A, ed il conseguente è B. 

1 85 . Una ragione non muta valore, quando si moltiplicano , 0 si 
dividono i suoi termini per la stessa qaanlilà. 

Perocché, una ragione equivale ad una frazione, e si sa che una 
frazione non cambia di valore, quando i termini di essa si moltiplica- 
no, o si dividono per un medesimo numero. Quindi la ragione di 
3 o : 6 è la stessa che quella di 60 : 1 a, di i 5 : 3 ; ed io generale la 
ragione di A : B equivale a quella di nA : nB , indicando con n un 
numero qualunque. 

186. Dalla proposizione precedente s’inferisce che 

La ragione di due numeri combinati con frazioni in qualunque 
modo si può sempre ridurre a quella di due numeri inferi. 

Abbiasi, per esempio, il rapporto di 8 ; -J. Riducendo l’intero 8 
ad una frazione che ha per denominatore 4 > il rapporto accennato 
sarà uguale a quello di ££■ : {•, ovvero a quello di 3 a: 3 . 

Se il rapporto dato fosse di una frazione ad un’altra, o di una fra- 
ziono ad un intero c frazione, è manifesto che in ogui caso si potrà 
ridurre al rapporto di due frazioni, le quali hanno lo stesso denomi- 
natore; e per conseguenza a quello di due numeri interi. 

187. Essendo la ragione il quoziente che si ottiene dividendo una 
grandezza per un’altra dello stesso genere, si dovranno considerare 
come evidenti le proposizioni seguenti. 

i°. Le grandezze che hanno la stessa ragione ad una sola e me- 
desima grandezza, od a grandezze uguali, sono uguali fra loro. 

2 0 . Le grandezze uguali hauno una stessa ragione ad una sola e 
medesima grandezza. 

3 °. Le grandezze alle quali una sola e medesima grandezza ha u- 
na stessa ragione, sono uguali. 

4 °. Se due grandezze si paragonano ad una terza , la maggiore 
sarà quella che vi avrà una maggiore ragione, e viceversa. 

5 °. Le ragioni uguali ad una stessa ragione, o a ragioni uguali , 
sono uguali fra loro. 

188. I termini di una ragione essendo espressi dai numeri delle 
comuni misure contenute nelle due quantità che si paragonano , ne 
consegue che por avere la frazione, la quale esprime il rapporto di 
due linee, basta trovare la massima comune misura di queste mede- 
sime linee. Questa ricerca è assai importante, perchè, come si vedrà 
in appresso, ii rapporto di due superficie , ed anche quello di due 
solidi si può sempre ridurre al rapporto di due linee; il che costitui- 
sce uno dpi più belli risullameuti della geometria. 
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PROPOSIZIONE ILI V — PROBLEMA ■ 

189. Trovare la massima comune misura, se esiste, di due rette 
terminate AB, CD (fig. 4 * )• 

Sol. Se si applica la reità minore CD sopra la maggiore AB quan- 
te volte si può, due casi potranno avvenire: o vi sarà contenuta esat- 
tamente un certo numero di volle, o vi sarà un resto minore di CD. 

Nel primo caso sarà CD la massima comune misura richiesta , e 
l’operazione sarà terminata; dappoiché non vi può essere una gran- 
dezza maggiore di CD, che sia massima comune misura di CD ed AB. 

Nel secondo caso supponiamo che CD sia contenuta in AB 2 volle 
con un resto B'B minore di CD, si avrà 

AB=oXCD\ DB. 

Or dico che se M è la massima comune misura di AB, e CD, la stes- 
sa M sarà ancora massima comune misura di CD e B'B. Infatti es- 
sendo M massima comune misura di AB e CD, lo sarà ancora di AB, 
e di 2 xCD, vale a dire di AB, e di una sua parte; per conseguenza 

10 dovrà essere ancora dell’altra parte B'B. Quindi tanto sarà trovare 
la massima comune misura di AB e CD, quanto sarà trovare la mas- 
sima comune misura di CD e B'B. 

Si applichi adunque B'B sopra CD, e se B'B si contiene esattamen- 
te in CD, sarà B'B la massima comune misura richiesta. Nel caso 
contrario si avrà un resto, che si porterà sopra B'B e si continuerà 
in tal guisa a paragonare ciascun resto col resto precedente, finche 
si arrivi a trovare un resto che sia contenuto esattamente nel resto 
precedente, ed allora questo ultimo resto , siccome più sopra si è 
dimostrato, sarà la massima comune misura delle due rette date. 11 
che bisognava fare (*). 

190. Scolio /. L facile calcolare quante volte Tultimo resto, vale 
a dire la massima comune misura è contenuta iu ciascuna delle due 
linee date. 

Per esempio, supponiamo che la linea minore CD sia contenuta 
2 volte nella maggiore AB con un resto B'B, e questo resto 3 volte 
nella minore con un secondo resto; cd il secondo resto 5 volte nel 
primo con un terzo resto, ed il terzo resto 2 volle esattamente nel 
secondo; il terzo resto sarà la massima comune misura. 

Or essendo il primo resto uguale al quintuplo del secondo coll’ag- 
giunta del terzo resto, ed il secondo doppio del terzo, ne segue che 

11 primo resto contiene 1 1 volle la massima comune misura. Ma la 
linea minore CD si compone del triplo del primo resto coll’aggiunta 
del secondo, dunque la linea accennata conterrà 33 volle la misura 
comune. Parimente la linea maggiore AB, che si compone del dop- 
pio della minore CD, e del primo resto B'B dovrà contenere 8 1 vol- 
te la misura comune. 



(*) Euclide, liti. X prop. 3. 
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Da ciò si deduce che le due linee proposte AB, CD possono esse- 
re rappresentate dai due numeri interi 81 e 35 , esprimenti ciascuno 
una collezione di unità uguali alla linea ottenuta come massima co- 
mone misura; e per conseguenza al rapporto delle due linee si potrà 
sostituire quello dei due numeri. 

191. Scolio II. Il procedimento esposto nella proposizione si ap- 
plica ancora quando le linee sono incommensurabili, solamente in 
tal caso non si arriverà mai a trovare un resto che sia contenuto esat- 
tamente nel resto precedente. Ciò si vedrà chiaramente nella propo- 
sizione seguente. 



PROPOSI Z IONE I1V TEOREM J. 

192. La diagonale di un quadrato è incommensurabile col suo 
lato ( fig. 42 ). 

Dim. Sia BC la diagonale di un quadrato, ed AB, oppure AC , 
un suo lato Dico che le linee BC, AB sono incommensurabili. 

Si divida in due parli uguali l’angolo ABC per mezzo della retta 
BD, e dal punto D si conduca DF perpendicolare a BC, e DE pa- 
rallela alla stessa DC. I triangoli ABD, BFD saranno uguali , per- 
chè il lato BD è comune, l’angolo retto BAD è uguale all’ angolo 
retto BFD, e l’angolo ABD = DBF per costruzione ( n° 88 ) ; per 
conseguenza sarà il lato AB = BF, ed il lato AD = DF. Or essen- 
do DE parallela a BC, l'angolo esterno AED sarà uguale all’inter- 
no opposto ABC. e cosi pure sarà l’angolo ADE = ACB. Ma l’an- 
golo ABC — ACB., perchè il triangolo ABC è isoscele, dunque sarà 
ancora isoscele il triangolo AED\ e sarà di più uguale al triangolo 
DFC ; dappoiché il lato DF = AD, come si è già dimostrato, 1’ an- 
golo FCD = ADE, e l’angolo retto DFC— BAD ( n° 88 ). Quin- 
di ancora il triangolo DFC sarà isoscele, ossia si avrà DF = FC. 

Se la costruzione precedente si applica al triangolo EAD, cioè si 
divida l’angolo AED in due parti uguali per mezzo della retta EH, 
indi si conduca HO perpendicolare, e 11 L parallela ad ED, si dimo- 
strerà come più sopra che AE =EO, AH — HO, il triangolo ALI. I 
uguale al triangolo HOD, , ecc. La stessa costruzione si potrebbe 
applicare al triangolo ALII, indi al triangolo seguente, c cosi all’in- 
iinilo. 

Ciò premesso, si porti il lato AB sopra la diagonale BC del qua- 
drato proposto. Essendo AB = BF vi sarà contenuto una volta col 
resto FC minore di AB. Si porti questo resto sopra AB. Or essendo 
FC uguale ad AE, AE— EO, ed EB= ED, perchè EB=DC= 
ED, dunque il resto FC sarà contenuto in AB duo volte col resto 
OD minore di FC. Se il resto OD si porta sopra FC , ovvero sopra 
AE= FC, si dimostrerà come precedentemente che vi sarà ceute- 
nulo due volte con un resto IIG minore di OD. Quindi si vede che 
l’operazione non ha mai fine, e che si può arrivare ad un resto tan- 
to piccolo quanto si voglia senza che sia contenuto esattamente nel 
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resto precedente. Laonde la diagonale BC , ed il Iato !i4ffdel qua- 
drato non potranno mai avere una parte aliquota comune per quan- 
to si voglia piccola ; e per censeguenza sono incommensurabili fra 
loro. Il che bisognava dimostrare (*). 

193. Scolio I. Non è dunque possibile di esprimere per mezzo di 
numeri il rapporto esatto della diagonale al lato del quadrato ; ciò 
non ostante si può sempre assegnarlo con quella approssimazione 
che si vuole. 

Infatti la prima operazione ha dato 1 per quoziente , la seconda 
ha dato 2, e si è dimostralo che tutte le altre all’infinito daranno 
sempre 2 ; per conseguenza si potrà formare una frazione continua, 
la quale sarà (**). 

i-KL 
a-t-I • 

, ecc. all’tiifinito. 

Ciò posto, supponiamo che questa frazione sia stala calcolala sino 
al quarto termine inclusivamentc , si troverà il suo valore ugualo 
ad 1 , ovvero a |j. Sicché il rapporto approssimativo della dia- 

gonale al lato del quadrato equivale a 4-: : 4*). L' approssimazione 
si potrà spingere tanto quanto si vuolc calcolando un maggior nu- 
mero di termini. 

Noi vedremo in appresso che facendo il lato del quadralo ,iB— t, 
la sua diagonale sarà espressa dalla radice quadrala di 2 , clic si 
scrive j/4z. Quindi il rapporto della diagonale al lato del quadrato 
è \/~3 : 1, il quale rapporto è un limite , cui continuamente si ac- 
costano , souza raggiungerlo mai , tutti i molti p! ici e successivi 
rapporti che possono formarsi colla frazione continua mentovala a 
coll'unità. 

194. Scolio II- Da quanto precede apparisce chiaramente che 
la circostanza di non potersi assegnare il preciso valore di un rap- 
porto incommensurabile non cambia la natura di un tal rapporto, il 
quale dovrà sempre considerarsi come il quoziente di una divisione;' 
o come una frazione, di cui i termini sono espressi da numeri incom- 
mensurabili fra loro. 

Quindi si deduce che ogni grandezza può ridursi a numero, parago- 
nandola ad un’altra della stessa specie presa per unità ; dappoiché 
sarà espressa o da un numero intero, o da un numero frazionario , 
o da un numero incommensurabile, stante che il numero non è tan- 
to la collezione di più unità, quanto il rapporto astratto di qualsi- 
voglia grandezza ad un’altra della stessa specie che si prende per u- 
nità; dimodoché non si può avere idea compiuta del numero seuza 
che si abbia prima idea del rapporto (***). 



(*) Euclido ha dimostrato questo teorema nell’ultima proposizione del lib. 
X.- ma la sua dimostrazione poggia sulle proprietà dc’nunicri.Egli non seppe 
adoperare il procedimento, che aveva giù applicato alle grandezze com- 
mensurabili nella prop, 3 dello stesso libro. 

(**) Vedi, Aritmetica di F. Amante pag. 4°. 

(***) Newton, Arith. Uni veri, pag. a. 
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195. Scolio III. In quanto all’esistenza delle grandezze incoili* 
mensurabili giova osservare che i numeri interi, o fratti sono com- 
mensurabili, perchè nella loro formazione dipendono dall’ unità. Al 
contrario due linee possono esistere indipendentemente da qualun- 
que convenzione fatta rispetto all'unità; e perciò può accadere che 
non abbiano alcuna misura comune , per quanto si voglia piccola 
l’unità adottata. 



DELLA PROPORZIONE. 

196. La proporzione è l’uguaglianza di due lagioni. 

Così, essendo 2 il rapporto di 20 a io, come pure di 12 a 6 , i 
numeri 20, io, 12 e 6 formeranno una proporzione, che s’indica 
in questo modo, 20 : 10 : : la : 6, e si enuncia dicendo 20 sta a io 
come 12 sla a 6. 

In generale se quattro grandezze A. B, C, D sono in proporzio- 
ne, si scriverà per indicarla 

A : B : : C : D. 

197. Dunque in una proporzione esistono quattro termini , cioè 
due antecedenti A e C, e due conseguenti B c D. I termini A , e D 
diconsi termini estremi ; B e C sono i termini medii. L’ultimo termi- 
ne I) consideralo separatamente chiamasi quarto proporzionale. 

198. La proporzione si dice continua, allorché i due termini me- 
dii sono ugAali, come sarebbe 8 ; 4 : : 4- : a, ed in generale 

1 A:B::B:C. 

E poiché la proporzione continua consiste propriamente in tre ter- 
mini è addivenuto che si scrive anche in questo modo 

~A.B:C. 

Da ciò è derivato che il secondo termine chiamasi medio propor- 
zionale, perchè fa da conseguente nella prima ragione , e aa ante- 
cedente nella seconda; e che l’ultimo termine C si dica terzo pro- 
porzionale. 

199. Potendo ogni ragione esser rappresentata da una frazione, 
ne segue che Ih proporzione corrisponde all’uguaglianza di due fra- 
zioni. E poiché la ragione di due quantità è un numero astratto, la 
proporzione consisterà sempre nell’uguaglianza di due numeri astrat- 
ti. Qdndi abbcnchè i termini di una medesima ragione sieno neces- 
sariamente omogenei, pure non è necessario che lo sieno tutti quat- 
tro i termini di una proporzione, ma i termini della prima ragione 
potranno essere eterogenei con quelli della seconda; in guisa che i 
termiui della prima ragione possono essere, per esempio, due linee, 
e quelli della seconda due superfìcie, o due solidi. 

200. Da quanto precede apparisce chiaramente che l’ordine di 
grandezza determini della prima ragiono dovrà essere lo stesso di 
quello dei termini della seconda ragione; e però se in una propor- 
zione il primo termine è maggiore, minore , o uguale al secondo , 
aucora il terzo sarà maggiore, minore, o uguale al quarto. 

Si deduce ancora che se in una proporzione i conscguenti sono 
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uguali, saranno pure uguali gli antecedenti 0 reciprocamente se sono 
uguali gli antecedenti, saranno ancora uguali i conseguenti. 

soi. Se quattro grandezze formano una proporzione nell'ordine 
con cui sono nominate, cioè sia A : B : : C : V, si dirà che A sta a 
B in ragion diretta di C a V- Ma se A : B : : D : C , in tal caso si 
dirà che A sta a B in ragione inversa, o in ragion reciproca di C 
a V, oppure si dirà che le grandezze A e B sono inversamente , o 
reciprocamente proporzionali alle grandezze C e D y poiché volen- 
do stabilire fra esse la proporzione, cOnvieu fare una inversione nei 
termini della seconda ragione, cioè mettere il conseguente D in luo- 
go dell’antecedente C. Per esempio, se fossero dati i numeri 7, 14, 
12, e 6 non si potrebbe formare con essi una proporzione disponen- 
doli nell’ordine con cui sono nominati, perchè la ragione di 7 : i 4 , 
non è uguale alla ragione di 12 : 6, ma alla ragione inversa di 12: 
6, vale a dire a quella di 6:12, onde la proporzione sarà 
7 : i4 : : 6 : 12. 

Quindi si dice che i numeri 7 c i 4 sono in ragione inversa, o re- 
ciproca de’numeri 12 e 6, oppure che i numeri 7 e i4 sono reci- 
procamente proporzionali ai numeri 12 e 6. 

PROPOSIZIONE XIiVI — TEOREMA. 

202. Se quattro grandezze A, B, C, D sono proporzionali, cioè 
sia A : B : : C : D, il prodotto AxD determini estremi sarà ugua- 
le al prodotto BxC de' termini medii. 

Vini. Perocché ersendo la ragione di A a B uguale a quella di 

C a D, le frazioni ~ , e — saranno ancora uguali fra loro (n° 1 83 ). 

Ma quando due frazioni uguali si riducono allo stesso denominato- 
re, i numeratori delle nuove frazioni sono uguali : dunque se si ri- 
ducono le due frazioni accennate allo stesso denominatore, i nume- 
ratori AxD, e BxC che ne risulteranno, saranno uguali fra loro; 
e però il prodotto de’ termi ni estremi sarà uguale a quello dei me- 
dii. Il che bisognava dimostrare. 

203. Corollario I. Quaudo là proporzione c continua, vale a dire 
si ha 

A:B :: B : C, 

si dimostra come sopra che il prodotto AxC de’ termini estremi è 
uguale al prodotto BXM determini medii: ma siccome si è chia- 
malo quadralo il prodotto di due fattori uguali, cosi si dice che 

Nella proporzione continua il prodotto de' termini estremi è u- 
guale al quadrato del termine medio. 

In luogo di BX-B si serive per brevità B 1 , che si pronunzia di- 
cendo B due , oppure B quadrato. La cifra 2 serve ad indicare il 
numero de’fattori uguali. 

2 © 4 - Corollario II. Reciprocamente, se quattro grandezze A, B, 
C, D sono tali che il prodotto AxD delle due estreme è uguale al 
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rapporti uguali ad un terzo rapporto sono uguali fra loro (n° 187 ); 
e però si avrà la proporzione ‘ 

A .B \: O.D. 

I termini di questa proporzione essendo quantità commensurabili, ne 
risulterà ( u. 202 ) che 

A> X D = Bx C 1 - 

Ma il prodotto A'XD differisce da AxD di una quantità tanto pic- 
cola quanto si voglia, ed il prodotto BxO differisce da BxC pure 
di una quantità tanto piccola quanto si voglia, dunque i due pro- 
vetti AX-D, e &X.C differiscono tra loro di una quantità che può 
essere così piccola che si vuole. Quindi sarà 
AxD = BxC, 

poiché se questi due prodotti potessero essere disuguali, la loro dif- 
ferenza sarebbe una quantità invariabile , e non una quantità che 
che può divenire minore di qualunque quantità assegnabile. 

Ecco dunque messo fuori di dubbio che quando quattro grandez- 
ze sono proporzionali, il prodotto determini estremi è uguale a quel- 
lo de’medii, anche nel caso delle grandezze incommensurabili. 

207; Scolio IH. La moltiplicazione di un numero commensurabile 
per un numero incommensurabile è nel fatto ineseguibile, perchè un 
numero incommensurabile essendo un decimale a periodo infinito 
non si può paragonare all’unità, e però manca il modulo per valu- 
tarlo esattamente. Per esempio, la moltiplicazione effettiva di qua- 
lunque numero intero o fratto per \/~a sarà sempre ineseguibile , 
perchè in luogo di questo numero incommensurabile non si può 
mettere che un valore più o meno approssimalo al vero valore , il 
quale è un limile, di cui non si può avere l’espressione esatta in 
quantità finite. Lo stesso dovrà dirsi del prodotto di due numeri in- 
commensurabili, eccetto alcuni casi particolari, ne’quali il prodotto 
si ottiene in quantità finite, come avviane , per esempio, quando si 
moltiplica ffsT per |/ 2 , nel qual caso il prodotto è 2; e cosi pure 
allorché si moltiplica l/’a* per l/ìT, il prodotto è l/76 , ossia \. 
Ma in generale la moltiplicazione di fatto de' numeri incommensura- 
bili si riduce ad un'approssimazione, che potrà spingersi tanto quan- 
to si voglia; c ciò basta nelle applicazioni, dappoiché uri approssi- 
mazione indefinita, e ad arbitrio del calcolatore equivale all' esat- 
tezza. 

Le considerazioni precedenti servono a far conoscere in che- con- 
siste il prodotto de’numeri incommensurabili; ma quello che merita 
maggior attenzione si è che nell’applicarc la teorica delle ragioni e 
proporzioni alla geometria si ha bisogno soltanto di esser certi che 
in ogni proporzione il prodotto determini estremi è uguale al pro- 
dotto de termini medii; poiché non vi è bisogno di fare la moltipli- 
cazione effettiva determini accennati, bastando il solo teorema per di- 
mostrare a rigore le verità geometriche. Quindi svaniscono (ulte le 
difficoltà che potrebbero insorgere nell’applicazione della teorica 
mentovata alla geometria; difficoltà elio a torto sono state dichiarate 
insuperabili da alcuni matematici. Resterà solamente oscuro il con- 
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cetto stesso delle grandezze incommensurabili, ma questa oscurità 
é inerente alla natura del soggetto , nè vi è modo di evitarla , per- 
chè, come già si è visto, nel passaggio dal commensurabile all’ in- 
commensurabile s’incontra sempre l'idea dell’infinito, la quale es- 
sendo idea negativa sarà sempre oscura (*). 

PROPOSIZIONE invìi — teoremi a . 

208. Se quattro grandezze sono proporzionali , permutando sa- 
ranno ancora proporzionali. 

Dim. Sieno proporzionali le quattro grandezze A , B, C , D , iu 
guisa che abbiasi A \ B\ \ C : D. Dico che permutando saranno an- 
cora proporzionali, cioè si avrà A'. C\ \ B: D. 

Infatti essendo per ipotesi A'.B\\ C : D, sarà (n°ao2) AxD^i 
RXC ; ma il prodotto flxC è uguale al prodotto CxB , dunque 
si avrà AXD— CX.B ; e passando da questa uguaglianza alla pro- 
porzione ( n° 204 ) ne risulterà 

A. C:\B.D. 

11 che bisognava dimostrare. 

209. Scolio. Il permutando consiste adunque nel paragonare in 
una proporzione gli antecedenti fra loro, ed i conseguenti fra loro. 

2 io Corollario. La proporzione A:B\ \ C : D non si altera , se 
si moltiplicano, o si dividono per un medesimo numero i due aule- 
cedenti, o i due conseguenti. Infatti permutando si avrà A : C\\ 
B : D; ma la ragione A : C non cangia di valore , allorché si molti- 
plicano, o si dividouo per lo stesso numero n i suoi termini, dunque 
A C 

sarà nA : nC \ \ B : D,c — : — B: D, e permutando di nuovo 
11 n 1 

in queste due proporzioni, apparirà chiara la proposizione enunciata. 

PROPOSIZIONE invili TEOREMA. 

aio. Se quattro grandezze sono proporzionali , invertendo sai 
ranno ancora proporzionali. 

Dim. Sieno proporzionali le quattro grandezze A, B, C , D , in 
guisa che abbiasi A: B II C : D. Dico che invertendo saranno an- 
cora proporzionali, cioè si avrà B : A D : C. 

Imperocché essendo pec ipotesi A : B \ \ C : D , sarà ( n° 202 ) 
AxD = BxC, o che vale lo stesso 2 ?XC = Ay<D ; e però pas- 
sando da questa uguaglianza alla proporzione si avrà 
B: A:\D.C. 

(*) Euclide nel Lib. V de’suoi elementi ba evitate, o per meglio dire ha 
mascherate le difficoltà che nascono dalla incommensurabilità delle gran- 
dezze, appoggiandosi al principio degli ugualmente moltiplica M a disgra- 
ziatamente siffatto principio è un teorema, che il geometra greco assume 
•onte evidente, mentrcchè ha bisogno di dimostrazione, 
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Il che si doveva dimostrare. 

ai i. Soolio I. Da questa proposizione apparisce che V invertendo 
si riduce a mettere in una proporzione i conseguenti in luogo degli 
antecedenti* e reciprocamente. 

aia. Scolio II. In generale si potranno fare nell’ordine deter- 
mini d’una proporzione tult’i cambiamenti, che si vorranno, purché 
il prodotto degli estremi rimane uguale a quello de’ medii. 

PROPOSIZIONE XLIX — TEOREMA. 



2i 3 . Se quattro grandezze sono proporzionali , in guisa che 
abbiasi A : B ; ; C : D, sarà componendo A-j-B : B ; ; C -+- D; D, e 
dividendo A — B : B ; ; C — D : D. , 



Dim. Si suppone che gli antecedenti A c C sieno maggiori dei 
conseguenti B e D; poiché se fosse altrimenti si farebbe prima l’iu- 
yertendo, e si considererebbero come antecedenti i termini B c D. 
Ciò premesso, 

i°. Essendo la ragione di A a B espressa dalla frazione -jr, e la 

Q 

ragione di C a D della frazione —, se si aggiunga ad ambedue l’uni- 
tà, sarà —-4-1 uguale a 4-1. Or è evidente che -g~ H equiva- 
le ad t- poiché ogni grandezza divisa per se stessa deve dare 
C CD 

l’unità: parimente — -t- 1 equivale a '■ se dunque si faccia la 

somma delle due prime frazioni , e quella delle due seconde , sarà 
uguale a — ^ — , vale a dire che la ragione di A+-Bc B 
è uguale alla ragione di C -4- D a D. onde si avrà 

A-t-B-.B:: C+-D.D. 

2 0 . Se in vece di aggiungere si sottragga l’unità dalle due frazio- 
A C . 

ni -g- , e -g-; indi in luogo della somma si faccia la sottrazióne delle 

frazioni che ne risultano, si avrà ^ uguale a , vale 

a dire sarà 

A — B : B II C—D.D. 

11 che bisognava^imoslrare. 

2 i 4 - Scolio. E facile vedere che il componendo riducesi a para- 
gonare la somma dell’antecedente e del conseguente allo stesso con- 
seguente. Potrebbe ancora il componendo consistere nel paragonare 
la somma dell'antecedente e del conseguente allo stesso antecedente. 

11 dividendo poi si riduce a paragonare l’eccesso dell’antecedente 
sul conseguente allo stesso conseguente. Si potrebbe ancora parago- 
nare 1’ antecedente all’ eccesso dello stesso antecedente sul conse- 
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guente, che gli antichi chiamavano convertendo, ma questa denomi- 
nazione Don è più adoperala dai matematici moderni. 

PROPOSIZIONE L TEOREMI, 

ai 5 . Se due proporzioni hanno gli stessi antecedenti , i conse- 
guenti saranno fra loro respeltivamente proporzionali- 

Dim. Sieno le due proporzioni A: B \ \ C : D, ed A : E \ \ C : F. 
Diro che sarà 

B.D:: E: F. 

Infatti le due proporzioni proposte danno permutando 
A: C :: B: D. ed A’.CW E: F\ 
per conseguenza la ragione di A a 6' è uguale tanto alla ragione di 
B a D (pianto alla ragione di E a F: ina due ragioni uguali ad una 
terza sono uguali fra loro, dunque sarà 

B : Z> : : E :F. 

Il che bisognava dimostrare. 

216. Corollario. Se due proporzioni hanno gli stessi conseguenti, 
gli antecedenti saranno fra loro proporzionali ; poiché invertendo i 
conseguenti divengono antecedenti e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE LI TEOREMA. 



217. In ogni proporzione la somma, o la differenza de' termini 
del primo rapporto sta all antecedente, o al conseguente di tal rap- 
porto come la somma, 0 la differenza de' termini del secondo rap- 
porto sta all antecedente, o al conseguente del rapporto medesimo. 



Dim. Sia la proporzione A : B \ \ C-.D, sarà componendo (n°2i3) 
A B : B ; ; C 4- D : D. Quindi essendo in queste due proporzioni 
i conseguenti uguàli, gli antecedenti saranno in proporzione (n°2 16) 
e perciò si avrà 

A^-B-.A:: C.+ D. c. 

Parimente se nella proporzione proposta A : B \ \ C : D si faccia il 
dividendo, si avrà A — B : B\\ C — D : D, ed essendo in queste 
due proporzioni i conseguenti uguali, si avrà 
A — B: A C — D \ C. 

Inoltre è facile vedere che 

A^-B .B \ \ C-i-D : D, 



e che 

• A—B.B : : C—D.D. 



Il che bisognava dimostrare. 



PROPOSIZIONE LU — TEOREM J. 

2 18. In ogni proporzione la somma, 0 la differenza degli ante- 
cedenti sia alla somma, o alla differenza de conscguenti come uno 
degli antecedenti al suo conseguente. 
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Dim. Si* la proporzione A: B*\ C: D, sarà permutando A : C 
Or se a quest’ ultima proporcene si applichi il compo- 
nendo, ed il dividendo si avrà 

A -+- C : C ;; B -+- D : D , ed A — C : C ; ' B — D: D , e permu- 
tando si otterrà iu fine A-\- C : B -t- D ; ; C : D, ed A — C : B—D 
ì ì C: D. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LUI — TEOREMA. 

*ig, Se si ha una serie di rapporti uguali, la somma di tutti gli 
antecedenti sta alla somma di tutti i conseguenti come uno degli 
antecedenti al suo conseguente. 

Dim. Sia A : B\ \ C : D ; ; E : F ; ; G : H , ccc. Considerando 
solamente idue primi rapporti, si avrà la proporzione 
A.B\\C.D, 

dalla quale ( n° 218 ) si deduce 

A+C.B-vD A. B. 

E poiché il terzo rapporto E\ F è uguale al primo A : B , si avrà 
A-^-C : B-\- D ; ; E : F. 

Or se in questa proporzione si faccia la somma degli antecedenti e 
quella de’conseguenli, ne risulterà 
A-+C-*-E;B-\-D-+-F\\ E : E, o A : B , e così iu pro- 
gresso. 11 che bisognava dimostrare. 

Della ragione conipo ,ta. 

220. Una ragione si dice composta di due o più ragioni, quando 
ha per antecedente il prodotto degli antecedenti di quelle ragioui, e 
per conseguente il prodotto de’conspgireuti delle ragioni medesime. 
Cosi, essendo date le ragioni di a: b, di c : d, e di e:f; la ragione com- 
posta di queste tre ragioni sarà «XcXe : bxdXf. 

221. La ragione composta di due ragioni uguali dicesi duplicala : 
si dirà poi triplicata se è composta di tre ragioni uguali, ecc . . . 

222. Consistendo il valore di una ragione nel quoziente che si ot- 
terrebbe dividendo l’antecedente pel conseguente, si è dato a quel 
quoziente il nome di esponente, oppure di quantità della ragione. 
Quindi è avvenuto che alcuni matematici considerando le ragioni 
componenti relativamente ai loro esponenti hanno definita la ragione 
composta nel modo seguente: 

Una ragione si dice esser composta di due o più ragioni, quando ' 
la quantità di quella è il prodotto delle quantità di queste moltipli- 
cate fra loro. r 

Ma è facile vedere che questa definizione è una conseguenza im- 
mediata della prima; dappoiché moltiplicando fra*loro gli anteceden- 
ti delle ragioni componenti, ed i conseguenti delle stesse ragioni an- 
che fra loro, si vengono a moltiplicare fra loro le frazioni ~ , — 
e b H 

■j, che sono appunto gli esponenti o le quantità delle ragioni 

accennate. Gli antichi adoperavano la seconda definizione, perchè 



Dìgitized by Google 




SEZIONE PRIMA 



Ss 

non si permettevano di riguardare come numeri i termini di una ra- 
gione; ma abbiam visto a suo luogo che questi termini si possono, 
anzi si devono considerare come numeri. Se si vogliono conoscere le 
quantità geometriche come sono effettivamente senza orpello o mi- 
stero. 

Laonde con Boscovich, ed altri grandi geometri faremo uso della 
prima definizione in ciò che concerne la ragione composta. 

PROPOSIZIONE LI V TEOREM A. 

223 . Sei termini di una proporzione si moltiplicano per i ter- 
mini corrispondenti di un' altra, i quattro prodotti, che ne risultano, 
formeranno una nuova proporzione. 

Dim. Sieno le due proporzioni 

A : B : : C : D, ed E : F G : H. 

E manifesto che moltiplicando fra loro i termini corrispondenti di 
queste proporzioni, cioè A E, B per F, C per G, eD per H, na- 
sceranno due ragioni composte di ugual numero di ragioni uguali; 
c per conseguenza sarà 

AxE : BxF : ; CxG ; DxH. 

Il che bisognava^ dimostrare. 

224. Scolio. E evidente che il teorema atrebbe luogo anche quan- 
do le proporzioni date fossero più di due. 

PROPOSIZIONE LV TEOREMA. 

2a5. Se quattro quantità formano una proporzione, i loro qua- 
drati o i loro cubi formano ancora una proporzione. 

Dim. Sia la proporzione. 

A: B:\C.D. 

Se i termini di questa proporzione si moltiplicano per i termini cor- 
rispondenti di una o di due proporzioni identiche alla proporzione da- 
ta, i prodotti, che risulteranno, saranno proporzionali, in virtù del 
teorema precedente. Or essendosi chiamato quadrato il prodotto di 
due fattori uguali, e cubo quello di tre fattori uguali, ne segue che i 
termini della proporzione cosi formata saranno i quadrati o i cubi 
dei corrispondenti termini della proporzione A: B\ \ C : D. 

Il che bisognava dimostrare. 

226. Scolio. Sia data, per esempio, la proporzione 2 : 3 ", ; 4 : 6 . 
Elevando a quadrato si avrà 

4:9 ! l 16 : 36 . 

Elevando poi a cubo si avrà. 

8 ; 27 i ; 64 : 216. 
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327. Recìprocamente, se quattro qaantità formano una propor- 
zione, le loro radici quadrate o cubiche formano ancora una pro- 
porzione. 

Dim. Sia la proporzione 

2 : 3 ; ; 4 : 6. 

La radice quadrata di un numero moltiplicata per se stessa dovrà evi- 
dentemente riprodurre il numero accennato. Quindi in vece della 
proporzione data si può scrivere 

I/ 2 XI /2 : 1/3XJ/3 : : 1/-4XJ/4 : 1/6XI/6; 
ma questa proporzione può considerarsi come prodotta dalla molli- 
plicazioue dei termini della proporzione 

l/a : |/3 i : 1/4 : ì/G 

per i termini corrispondenti di una proporzione identica, dunque se 
quattro quantità sono proprorzionali, le loro radici quadrate sono an- 
cora in proporzione. Osservando in line die la radice cubica di Un 
numero moltiplicata due volte per se stessa deve riprodurre il nume- 
ro accennalo. Si vedrà che il teorema ha anche luogo per le radici 
cubiche. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LV1I TEOREMA. 



228. Se sono date tre quantità omogenee A, B, C , la ragione del- 
la prima alla terza sarà composta dalle ragioni della prima alla se- 
conda, e della seconda alla terza. 



Dim. Perocché essendo la ragione di A a B espressa dalla frazio- 
ne-= , e la ragione di B a C dalla frazione -pr > ne consegue che la 

tS (j 

ragione composta di quelle due ragioni sarà espressa dal prodotto di 
quelle due frazioni Ma questo prodotto è uguale alla frazio- 

ne-^ , poiché si può togliere il fattóre B comune al numeratore, ed al 

denominatore, senza alterare il prodotto accennato; e da un’altra 
A 

parte-^ esprime la ragione di A a C, dunque la ragione di A a C si 

compone della ragione di A a B, e della ragione di B a C. Il che bi- 
sognava dimostrare. 

229. Scolio.E manifesto che se le quantità omogenee sono quattro, 
la ragione della prima all’ ultima sarà composta della ragione della 
prima alla seconda, della seconda alla terza, e'dclla terza alla quarta . 



PROPOSIZIONE LVIII — TEOREMA. 



23 ìo. In ogni proporzione continua il primo termine sta al terzo 
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come il quadrato del primo al quadrato del fecondo, o come il qua- 
drato del secondo al quadrato del terzo. 

Dim. Imperocché, se A, B, C sodo le tre quantità continuamente 
proporzionali, gara la ragione di A a C composta dalla ragione di A 
a B, e dalla ragione di B a C (ii°aa8). Ma per la supposta proporzione 
queste due ragioni sono uguali Fra loro, dunque la ragione di A a C 
gara composta dalla ragione di A a B, c dalla stessa ragione di A: B ; 
e per conseguenza sarà espressa da AxA: BxB. ovvero sarà A a C 
come il quadrato di A al quadralo di B. Nello stesso modo si dimostra 
che A sta a C come il quadrato di B al quadrato di C. Il che biso* 
gnava dimostrare. 

23 1 . Scolio. Questo importante teorema si enuncia ancora dicen- 
da : nella proporzione continua il primo termine sta al terzo in 
ragion duplicala del primo al secondo , o del secondo al terzo. 

in fatti la ragione del primo termine A al terzo C si compone del* 
le due ragioni uguali A : B, e B : C; e per conseguenza ( n.° agi ) 
sarà duplicata di una di loro. 

CAPITOLO IX. 

DELLA MISURA DELLE AJE DE* POLIGONI, E DE* RAPPORTI 

' CHE NE DERIVANO. 

23 2 . Misurare una grandezza significa trovare il numero delle 
volle, che essa contiene una grandezza della medesima specie, la 
quale per convenzione si prende per unità di misura. 

Un tal numero di unità convenute è la misura della grandezza; 
e paragonando poi la grandezza misurata a quella che la misura, il 
detto numero, considerato astrattamente, esprime la ragione che 
passa tra quelle due grandezze. 

Per esempio ( fìg. 4 1 ) supponiamo che si sia presa la linea 
CD della lunghezza di un piede parigino; e supponiamo inoltre che 
CD sia contenuta esattamente bo volte in AB, in tal caso si dirà che 
la misura di AB è 3o piedi parigini. Con questa frase abbreviata si 
vuol intendere che la linea AB sta alla linea CD come il numero a- 
Stratto 3o sta all’unità. 

Talvolta 1’ unità di misura non è contenuta esattamente nella 
grandezza che si vuol misurare, mavì è bensì contenuta una parte 
aliquota di «ssa unità; allora la misura della grandezza accennata sa- 
rà espressa da un numero frazionario. Così, supponendo come sopra 
che CD sia l’unità di misura, e che la sua decima parte sia contenuta 
25 volle in AB, la misura di questa grandezza verrà espressa da 

di CD\ e ciò significa che 

AB : CD ; ; 25 : io. 

233. Dalle cose precedenti apparisce chiaramente che l’unico mez- 
zo di misurare una grandezza qualunque è quello di considerare co- 
me cognita c (issa un’altra grandezza della medesima specie, e di de- 
terminare il rapporto di quella a questa. 
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*34- L'ty'a, o la superfìcie d’un poligono sono vocaboli quasi sino- 
nimi. Nondimeno l’aja dinota più particolarmente la quantità super- 
ficiale di una figura, in quanto che è misurata o paragonata ad altra 
superficie. 

235 Si chiamano figure equivalenti quelle che hanno aje uguali. 
Due figure di forme differentissime possono essere equivalenti-, cosi 
uu cerchio può essere equivalente ad un quadrato, un triangolo ad 
un parallelogrammo, ad un pentagono, ecc. 

La denominatone di figure uguali vien limitata a quelle che so- 
prapposte 1’ una all’altra coincidono in tutti i loro punti. Tali sono 
due cerchi di raggi uguali, due triangoli che hanno ì lati rispettiva- 
mente uguali, ecc. 

236. S’intende per altezza d'un parallelogrammo la perpendicola- 
re che misura la distanza di due lati opposti. Questi lati diconsi basi 
del parallelogrammo. 

237 . L'altezza d’un triangolo è la perpendicolare abbassata dal 
vertice d’un angolo sul lato opposto, il quale lato chiamasi base del 
triangolo. 

238. L'altezza d’un trapezio è la perpendicolare che misura la di- 
stanza de'suoi due lati paralleli; e questi lati si dicono basi del tra- 
pezio. 

239 . Misurare l’aja di una figura significa, come più sopra si è 
detto, paragonarla ad un’altra aja presa per unità. 

Il quadralo, che ha per lato l'unità di lunghezza , è stato scelto per 
unità di superficie , o di aja. Se, per esempio, l’unità di lunghezza è 
il palmo, l’unità di aja è quella di un quadrato che ha per lato un 
palino, e che si chiama palmo quadrato. Se l’unità di lunghezza è 
la canna, l’unità di aja è quella del quadrato che ha per lato una 
canna, e che dicesi canna quadrata, e cosi in progresso. 

e4o. Se dunque si suppone (fig. 45) che q sia un quadralo, di cui 
il lato x sia l'unità di lunghezza, misurare l’aja del rettangolo ACIfE 
significa cercare quante volle la sua superficie, 0 la sua aja con- 
tiene quella del quadrato q. Si potrebbe credere che per arrivare a 
misurare l’aja del rettangolo per mezzo di quella del quadralo unità 
convenga soprapporre il quadrato al rettangolo, e vedere quante volle 
quello è contenuto in questo. Nella proposizione seguente vedremo 
che si può far a meno ai ricorrere a questa operazione, la quale non 
potrebbe praticarsi generalmente parlando. 

PROPOSIZIONE III — TEOREMA. 

24 1 . L'aja di un rettangolo qualunque ACHE ha per misura il 
prodotto della sua base CH per l’altezza CA ( fig. 4o ). 

Dim. Rappresenti x il lato del quadrato stabilito per unità delle 
superfìcie (n 209 )- Possono darsi tre casi; i° quando i lati AC, CH 
del proposto rettangolo sono ambedue commensurabili col lato x del 
quadrato unità, 2 0 quando un lato è commensurabile e 1 ’ altro uo , 
3" quando nessuno de’due lati è commensurabile con x. 
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i°. Se i lati AC, CU del rettangolo sono commensurabili coll’uni- 
ta di lunghezza x. supponiamo che questa retta unità adattata suc- 
cessivamente su i lati AC , CH sia contenuta due Tolte in CH e 
quattro in AC esattamente. Rimane cosi divisa la retta AC in quat- 
tro parti uguali ne’punti F, D, B, e la CH in due parti nel punto 
TV; ed ognuna di tali parti uguaglierà l'unità lineare x. Per i punti 
di divisione B , D, F si tirino le rette BP, DK, FG parallele a CH, 
e pel punto TV si conduca NM parallela ad AC. Con questa coslru- 
'lione il proposto rettangolo ACHE risulterà evidentemente diviso in 
piccoli quadrati tutti uguali fra loro ed uguale ciascuno al quadrato 
unità. Il numero de’quadrati sarà 8. e potrà supporsi composto, o di 
due serie CM,NE ognuna di quattro quadrali ,o di quattro serie BlI, 
DP, FK, AG ciascuna di due quadrati; onde è chiaro che quel nu- 
mero sarà il prodotto di a per 4; cioè il prodotto del numero delle 
unità lineari contenute in CH pel numero delle unità lineari conte- 
nute in AC. Ma il numero 8 esprime quanti quadrati unità sono 
contenuti nel proposto rettangolo , ed è perciò la misura di esso 
rettangolo ( n" 2^9 ): dunque il rettangolo AGII E ha per misura 
il prodotto de suoi lati AC, CH. 

Potrebbe accadere « he l'unità lineare x, quantunque commensu- 
rabile co’lati AC, CH del proposto rettangolo, non fosse contenuta 
esattamente in ciascuno di essi. Allora le tre rette x, AC , CH do- 
vranno avere una comune misura che non sarà x , ma un ’olii/uota 
di x ( n° 176 ). Supponiamo per fi ss ire le idee , che la terza parte 
di x sia misura comune delle rette AC, CH, e riportata successiva’, 
mente sopra ognuna di esse sia contenuta due volle in CH. e quat- 
tro in AC. Ragionando come qui sopra si conchiuderà che il propo- 
sto rellangolo rimane diviso in 8 quadrati, ciascuno dc'quali ha per 
lato la terza parte dell’unità lineare ; ed anche in questa ipotesi il 
rettangolo avrà per misura il prodotto de’ suoi lati. Imperciocché 
supponendo fatio il quadrato sull’unità lineare x , diviso ogni suo 
lato in tre parti uguali, ed uniti i punti di divisione, il quadralo 11- 
nità sarà evidentemente composto di nove quadrali, ciascuno de’quali 
ha per lato la terza parte dell’unità lineare; e però ognuno di questi 
piccoli quadrati sarà la nona parte del quadrato unità. Ma il propo- 
sto rettangolo conteneva 8 di questi quadrali; dunque esso avrà per 
misura £ del quadrato unità. Da un'altra parte il numero 8 è sem- 
pre il prodotto del numero delle parti uguali contenute nel lato CH 
pel numero delle parli contenute nel lato AC, se non che iu questo 
ca o ognuna di quelle parti è j dell’unità lineare, onde il prodotto 
de’due lati espressi iu parti dell' unità lineare corrisponde a que lo 
delle frazioni y e f, cioè ad y, quale è appunto la misura del ret- 
tangolo proposto. 

a“. Se la base CH del rettangolo è commensurabile con 1 ’ unità 
lineare x e l’altezza AC incommensurabile , dico che la misura del 
rettangolo sarà anche CHXAC. Infatti, se è possibile, il rettangolo 
abbia per misura il prodotto di CH per un’altezza minore o maggio- 
re di AC, per esempio CO. Si prenda dell’unità lineare X una tal 
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parie aliquota CR, die sia minore di AO, e si porti successivamente 
su i lati CU, CA del rettangolo a partire dal punto C; essa sarà con- 
tenuta un numero esalto di volte in CI/ , e dovrà segnare sul lato 
AC un punto di divisione L compreso fra A ed 0 . Couducendo pel 
punto L la retta LD parallela a CU , il rettangolo LCUD che ne 
risulta, avrà i suoi lati commensurabili con l’unità lineare, e perciò 
che si è dimostrato qui sopra sarà misuralo dal prodotto di CU per 
CL\ ma questo prodotto è evidentemente maggiore di quello di CU 
per CO, che si è supposto la misura del rettangolo dato , dunque il 
rettangolo LCUD sarà maggiore del rettangolo ACUE, il che è as- 
surdo. Similmente si dimostrerebbe che il rettangolo proposto non 
può avere per misura il prodotto di CU per un’altezza maggiore di ' 
AC, e quindi, anche in questo secondo caso, il proposto rettangolo 
ha per misura il prodotto de’suoi lati. 

3 U . Siano ambedue i lati CU, CA incommensurabili con l’ unità 
lineare x; se 2 possibile, in questa terza ipotesi il rettangolo ACUE 
abbia per misura il prodotto della base CU per un’altezza CO mino- 
re di AC. Si prenda un’aliquota di x minore di AO, e si porti ripe- 
tutamente sopra AC partendo dal punto C. Un punto di divisione 
dovrà cadere in L fra A ed 0 , e compilo il rettangolo LCUD , esso 
avrà un lato LC commensurabile con l’unità lineare, e 1’ altro CU 
incommensurabile. La sua misura, pel secondo caso, sarà CUxCL, 
il quale prodotto essendo maggiore di CUX.CO ne risulterà come 
qui sopra l’assurdo che il rettangolo CUDL parte di ACUE sarebbe 
maggiore del lutto. 

Dunque in ogni caso, un rettangolo qualunque ha per misura il 
prodotto della sua base per l'altezza. Il che bisognava dimostrare. 

24.2. Corollario. Quando il rettangolo proposto è un quadrato 
la base e l’altezza sono uguali; onde per ottenere il numero delle uni- 
tà di superficie contenute in questo quadrato, basta moltiplicare'pcr 
se stesso il numero delle unità lineari che contiene uno de’suoi lati. 
Se, per esempio, il lato di questo quadrato contiene 2 unità lineari, 
la sua superficie conterrà 2X2, ovvero 4 unità di superficie. In ge- 
nerale se A rappresenta un lato del quadrato, la sua aja sarà espres- 
sa da AxA, ovvero A 1 : ed ecco perchè in Aritmetica si è chiamato 
quadrato il prodotto di un numero per se stesso. 

243. Scolio. I. Abbenchè una linea comunque moltiplicata non 
possa mai divenire superficie, e che perciò siilatta generazione della 
superficie per mezzo delle linee sia ben diversa dalla moltiplicazione, 
si accordano non pertanto in questo, cioè che il numero delle unità 
contenute in una linea moltiplicato pel numero delle unità contenute 
in un’altra produce un numero astrailo di unità nella superficie com- 
presa da queste linee, se per unità di superficie si prenda il quadra- 
to, di cui i lati sono le unità lineari (*). 

Dunque, siasi qualunque la linea presa per unità di misura linea- 



(*; Newton Arii. litio, p. 4 - 
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rt, purché si prenda per unità di superficie il quadrato fatto sopra 
la linea medesima, il numero delle unità lineari contenute nella base 
di un rettangolo moltiplicalo pel numero delle unità lineari contenu- 
te nell'altezza esprime non già una retta, nta bensì un numero a- 
slratlo che dinota il rapporto dell’aja del rettangolo a quella del qua- 
dra lo unità, vale a dire ( n° 232 ) rappresenta la misura del rettan- 
golo medesimo, 

244- Scolio. II. Si potrebbe domandare cosa esprime il prodotto 
de’due lati CH , AC ( (ig. 43 ) del rettangolo nel 2.° e nel 3 .° caso 
considerati qui sopra, quando uno o ambedue quelli lati non posso- 
no assegnarsi esattamente in parti deH’unilà lineare, c quindi in nu- 
meri? Uno tale circostanza indica clip il rettangolo non può esprimer- 
si esattamente nè in numeri interi nè in numeri frazionarii per mez- 
zo dell'unità superficiale, cioè che il rettangolo è incommensurabile 
con quella unità, e la sua misura è un numero incommensurabile o 
irrazionale. Solamente nel 3 .° caso potrebbe accadere che il prodot- 
to delle linee 67 /. ed AC dasse un numero commensurabile, come al- 
trove ( n.° 207 ) abbiamo osservato. Ma quando il prodotto delle li- 
nee accennate risulta incommensurabile, allora è ciliari) clic valutan- 
do i lati del rettangolo per mezzo di aliquote dell’unità bucare sem- 
pre più piccole, si avrà una serie di rettangoli commensurabili con 
l’unità quadrata, che andranno avvicinandosi di più in più al rettan- 
golo proposto sino a differirne per una quantità minore di qnalunque 
data. Il rettangolo proposto sarà dunque un limite, al quale gli ac- 
cennati rettangoli razionali potranno avvicinarsi quanto si vorrà, sen- 
za però raggiungerlo. Tutto ciò è conforme alla natura delle quan- 
tità incommensurabili o irraz onali ( n.°207); nondimeno giova di 
non perdere di vista quello die ivi si è osservato, vale a dire che 
nella geometria non si ha bisogno di fare il prodotto effettivo delle 
linee CU, ed AC, ma solamente di conoscere che quando si prende 
il quadrato per unità di superficie, l'aja del rettangolo sta a quella 
di questo quadrato come il numero astratto, qualunque esso siasi, 
che risulta dal prodotto sopra-innato sta all’ unità astratta ; e per- 
ciò il prodotto di due linee rappresenta il rettangolo contenuto da 
queste linee. Il prodotto effettivo ha luogo nelle app’icazioni della 
geometria, ed abbiam visto più sopra in qual modo si deve intendere. 



PROPOSIZIONE LX TEOREMA. 

24 Due rettangoli qualunque stanno fra loro in ragion compo- 
sta dulia ragione delle basi e dalla ragione delle altezze ( fig. 44 ) 

Dim. Siano ARCD, ed EFGH due rettangoli, di cui AB cd EF 
sono le basi, AD ed EH\e altezze. 

In virtù dei teorema precedente il rettangolo ABCD ha per misu- 
ra ABxAD. Parimente il rettangolo EFGH ha per misura EFx 
EH\ per conseguenza i due rettangoli stanno fra loro come i prodot- 
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ti delle basi moltiplicale per le altezze. Or essendo AB : EF la ragio- 
ne delle basi, ed AD : EH quella delle altezze, ne segue che la ra- 
gione composta da queste due ragioni sarà ( n° 220) 

ABxAD \ EFX.EH-, e per conseguenza idue rettangoli stanno 
fra loro in ragion composta dalla ragione delle basi e dalla ragiono 
delle altezze. Il che bisognava dimostrare. 

246 . Corollario I. Se le altezze AD, EH sono uguali fra loro, la 
ragione composta ABXAD : EFxEH , togliendo il fattore comune 
all’antecedente e al conseguente, si ridurrà a quella delle basi AB, 
EF. Quindi si deduce che 

Due rettangoli della stessa altezza stanno fra loro come le basi. 

247. Corollario IL Se i rettangoli ABCD ; ed EFGH fossero «• 
quivalenti, allora si avrà 

ABXAD^EFXEH-, 

e passando da questa uguaglianza alla proporzione ( u 0, jo4) r >* 
sulterà 

AB : EF\ 1 EH : AD\ cioè 

Se due rettangoli sono equivalenti, le loro basi stanno in ragion 
reciproca delle altezze. 

La proposizione inversa è manifesta, vale a dire 

Se le basi di due rettangoli sono reciprocamente proporzionali 
alle altezze, i due rettangoli sono equivalenti. 

24 $. Scolio. Se il rettangolo EFGH si prendesse per unità di 
misura del rettangolo ABCD', il rapporto de’prodolli ABxAD , ed 
EFXEH rappresenterebbe il rapporto del rettangolo ABCD alla 
sua unità di misura, e per conseguenza rappresenterebbe la misura 
del rettangolo medesimo. 

Per esempio, supponiamo AB= 10. AD=.Q, EF= 4 , ed EH— 1 , 
ti avrà 

ABCD : EFGH'. 10X6 : 4 x 3 ; ;6o : 12. Quindi l’aja del ret- 
tangolo ABCD sarà ff dell’aja del rettangolo EFGH, ovvero sarà 
il quintuplo dell’aja di questo reltaugolo. 

PHOPOSJZIONE LXI TEORESI J. 

249. L'afa d'un parallelogrammo ha per misura il prodotto del- 
la sua base per la sua altezza ( Cg. 45 ). 

Dim Sia il parallelogrammo ABCD. Dico die la sua aja ha per 
misura il prodotto della base DC per l'altezza CF. 

Dal punto D si conduca a CF la parallela DE che incontrerà il 
prolungamento di BA nel punto E: la figura EDCF sarà un rettan- 
golo equivalente al parallelogrammo ABCD. Infatti , ne' triangoli 
E AD, FCB il lato ED=CF come lati opposti del rettangolo EDCF, 
il lato AD= BC come lati opposti del parallelogrammo ABCD, a 
l’angolo EDA= FCB, perchè hanno i lati paralleli e rivolti nel 
medesimo senso ( n° 77 ). Si aggiunga di comune il qnadrilatero 
ADCF , risulterà il parallelogrammo ABCD equivalente al rettau- 
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golo EDCF, che ha la stessa base DC,e la stessa altezza CF\ e però 
il parallelogrammo ABCD avrà per misura il prodotto della base 
per l’altezza. Il che bisognava dimostrare. 

250. Corollario I ■ Apparisce da questo teorema che 

Due parallelogrammi sono equivalenti quando hanno la stessa 
buse , e la stessa altezza. 

25 1. Corollario 11 - Due parallelogrammi qualunque sono in ra- 
gion composta dalla ragione delle basi e dalla ragione delle altezze. 

Ciò si ricava dalla proposizione lx, come pure i collarii qui ap- 
presso. 

252 . Corollario 111 . Due parallelogrammi che hanno la stessa 
altezza stanno fra loro come le basi. 

253 . Corollario IV ■ Due parallelogrammi equivalenti hanno le 
basi in ragion reciproca delle altezze. 

254 - Corollario V. Se le basi di due parallelogrammi sono in 
ragion reciproca delle altezze, i due parallelogrammi saranno equi- 
valenti. 



PROPOSIZIONE LUI TEOREM J. 

255 . li aj a d' un triangolo ha per misura il prodotto della sua 
base per la metà della sua altezza ( fìg, 46 )• 

Dim. Sia il triangolo ABC. Dico che la sua aja ha per misura il 
prodotto dcHa sua base BC per la metà' della sua altezza AD. 

Dal punto A si conduca AE parallela a BC. e dal punto C si tiri 
la retta CE parallela ad AB. La figura ABCE sarà un parallelo- 
gram no, il quale è diviso dalla diagonale AC in due parli uguali 
( n° i 54 ). Ma il parallelogrammo ABC E ha per misura il prodotto 
della base BC per l’altezza AD, dunque il triangolo ABC, elicè 
metà del parallelogrammo, avrà per misura il prodotto della base 
*BC per la metà dell’altezza AD. Il che bisognava dimostrare. 

256 . Corollario I. Si deduce da questo teorema che 

Ogni triangolo è metà del parallelogrammo che ha la stessa ba- 
se e la stessa altezza. 

Quindi divengono manifesti i corollarii seguenti. 

257. Corollario II. Due triangoli della stessa base e della stes- 
sa altezza sono equivalenti. 

258 . Corollario III. Due triangoli qualunque sono in ragion 
composta dalla ragione delle basi e dalla ragione delle altezze. 

259. Corollario IV. Due triangoli che hanno la stessa altezza 
stanno fra loro come le basi. 

260. Corollario V. Due triangoli equivalenti hanno le basi in 
ragion reciproca delle altezze. 

261. Corollario VI. Se due triangoli hanno le basi in ragion re- 
ciproca delle altezze, saranno equivalenti. 
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PROPOSIZIONE L1III TEOREMA. 

262. Due triangoli, che hanno vn angolo uguale ad un angolo , 
stanno fra loro come i rettangoli dei lati che comprendono gli an- 
goli uguali ( fig. 47 )• 

Dim. Siano i due triangoli ABC, e DAE . die abbiano F angolo 
BAC= DAE. Dico che il triangolo ABC sla al triangolo ADE co- 
me il rettangolo di AB in AC sta al rettangolo di AD in AE. 

Si pongono i due triangoli in modo che i lati BA,' AE stiano in 
linea retta, gli altri due CA , AD staranno pure in linea retta ( n° 
62 ); indi si congiunga il pnnlo B col punto D. 1 

I triangoli ABC, ABD, ADE essendo tre grandezze omogenee, 
sarà la prima alla terza in ragion composta della prima alla secon- 
da, e della seconda alla terza ( n° a 3 o ). Ma i triangoli ABC , ABD 
hanno la stessa altezza, perchè il vertice B è comune, e le basi CA, 
AD sono situate in una medesima linea retta CD, dunque stanno 
fra loro come le basi accennate ( n° 2^9 ). Parimente si dimostra 
che il triangolo BAD sta al triangolo ADE come la base BA alla 
base AE. Quindi il triangolo ABC sta al triangolo ADE in ragion 
composta dalla ragione di CA : AD e dalla ràgioue di BA : AE, ov- 
vero sarà il triangolo ABC al triangolo ADE come ABXAC : AD 
XAE, ossia come il rettangolo di AB in AC al rettangolo di AD 
iu AE. Il che bisognava dimostrare. 

« 63 . Corollario I. E manifesto che i due triangoli sarebbero e- 
quivalenti se il rettangolo ABXAC fosse equivalente al rettangolo 
ADxAE, o che vale lo stesso se si avesse la proporzione 
AB : AD : ; AE : A C. 

Da rio si deduce che 

Se due triangoli hanno un angolo uguale ad un angolo, ed i lati 
intorno agli angoli uguali sono reciprocamente proporzionali, essi 
triangoli saranno equivalenti-, e viceversa. 

264. Corollario II. Essendo diviso ogni parallelogrammo dalla 
sua diagonale in due triangoli uguali ( n° i 54 ), la ragione di due 
parallelogrammi sarà uguale a quella de’triangoli, che sono le loro 
metà. Quindi ancora rispetto ai parallelogrammi dovranno aver luo- 
go gli stessi teoremi; epperò 

1". Due parallelogrammi equiangoli stanno fra loro come i ret- 
tangoli dei lati che comprendono gli angoli uguali, ovvero stanno in 
ragion composta dalle rag Ani de' lati accennati. 

2 0 . Se due parallelogrammi equiangoli hanno i lati intorno agli 
angoli uguali reciprocamente proporzionali , essi saranno equiva- 
lenti ; e viceversa. 

PROPOSIZIONE LXIV TEOREM J. 

265. L'afa d'un trapezio ha per misura il prodotto della sua al- 
tezza per la metà della somma delle basi pai alide { fìg. 4S ). 
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Dim. Sia ABCD un trapezio, in cui i lati paralleli o la basi soia 
AB e CD, e l’altezza DM. 

Si divida il lato CB in due parti uguali nel punto 0 , e per questo 
punto si conduca la retta FE parallela al lato AD ; indi si prolun- 
ghi DC finché incontri la parallela medesima nel punto E. Se si 
paragonano i due triangoli OC E, ed OBF si avrà il lato CO — OB, 
per costruzione, l’angolo COE = BOF come verticali , e I’ angolo 
OCE= OBF' come alterni rispetto alle parallele AB , DE , segate 
dalla terza CB: dunque questi due triangoli hanno un Iato uguale ad 
un lato, e gli angoli adiacenti a questi lati respetlivamenle uguali ; 
perciò saranno uguali. Or sa da tutta la Ggura si toglie alternativa' 
mente ciascuno di questi triangoli, rimarrà da una parte il trapezio 
ABCD, e dall’altra il parallelogrammo ADEF, che sarà equivalente 
al trapezio proposto. Ma i’aja del parallelogrammo ADEF ha per 
misura il prodotto della sua altezza DM per la sua base AF , dun- 
que il trapezio ABCD ha per misura lo stesso prodotto, cioè DMX, 
AF. 

Ciò premesso, si vede che AB è uguale ad AF con l’aggiunta di 
FB: al contrario DC è uguale a DE meno CE. Ma FB= CE, ed 
AF x= DE, dunque le due basi AB, DC del trapezio prese insieme 
sono uguali alle due basi AF, DE àe\ parallelogrammo, e per con- 
seguenza la base AF del parallelogrammo è uguale alla semi-som - 
ma, ossia alla metà della somma delle due basi del trapezio. Il che 
bisognava dimostrare. 

266. Scolio. Se pel punto 0 si conduca OH parallela alle due 
basi del trapezio, il punto II in cui questa retta incontra il lato AD 
sarà il punto di mezzo di questo lato. Infatti , nel parallelogrammo 
DHOE si ha il lato DII = OE ( n. i 55 ) ; per la stessa ragione 
HA = 0 F\ ma OE — OF , perchè sono uguali i triangoli OCE , 
OBF', dunque sarà pure DH = HA. Di più è la retta OH— AF co- 
me lati opposti del parallelogrammo AHOF; perciò si conchiude che 

L’aja d' un trapezio ha per misura il prodotto della sua altezza 
per la retta che unisce i punii di mezzo de' lati non paralleli- 

PROPOSIZIONE tX\ — TEOREM J. 

267. Trasformare un poligono in un triangolo equivalente ( fig. 
49 )- 

Sol. Sia ABCDE il poligono dato: si conduca la diagonale CE, 
ed a questa la parallela DF, che incontri il lato AE prolungato iu 
F: indi si tiri la retta CF. I due triangoli ECD, CEF sono equiva- 
lenti, perchè hanno la medesima base CE. e la medesima altezza , 
essendo racchiusi fra le stesse parallele CE, DF. Se dunque al trian- 
golo ECD si sostituisce il triangolo CEF , il poligono ABCDE ver- 
rà trasformato nel poligono equivalente ABCF , che ha un lato di 
meno. Applicando a questo poligono la costruzione precedente si 
avrà un triangolo equivalente al poligono proposto. E manifesto che 
la stessa costruzione condurrà a trasformare uu poligono di uu nu- 
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Mera qualunque di lati in un triangolo equivalente. Il che bisogna- 
va fare. 

268. Scolio. Si vede ora non solo la possibilità di misurare 1 ’ aja 
d’uo poligooo di qualsivoglia numero di lati, ma ancora di parago- 
nale fra loro le aje di due poligoni qualunque. 

CAPITOLO X. 

dilli condizioni che stabiliscono la proporzionalità’ de’ lati 
de’triangoli. teorica delle rigore simili. 

i6g. le distanze inaccessibili, come la larghezza di un lago 0 di 
un fiume, il diametro di un bosco, ecc. non si possono valutare di- 
rettamente con applicarvi una data unità di misura, come sarebbe il 
metro, la lesa ecc.; ma convien ricorrere alle condizioni che stabi- 
liscono la proporzionalità dei lati de’triangoli Per esempio (fig. 5 o) se 
si avesse a misurare la distanza BA d’uu oggetto B situato sulla riva di 
un fiume ad un altro oggetto A situato sulla riva opposta, senza pas- 
sare dall'una all’altra riva, si comincerà dal misurare sulla riva, in 
cui si sta, una lunghezza BC di un certo numero di metri , ed indi 
si misureranno gli angoli B, e C. che i raggi visuali BA, CA diretti 
al punto A fanno colla base BC. Il triangolo ABC sarà determinato 
( u° 86 ); e però costruendo questo triangolo si potrebbe misurare 
la distanza BA. Ma è facile vedere che il triangolo accennato non si 
può descrivere sulla carta, perchè non si può descrivere su questa 
una linea di un certo numero di metri ; e quindi convien ricorrere 
ad un altro mezzo, cioè alle linee proporzionali. Infatti , se in vece 
-di descrivere una linea BC di un certo numero di metri se ne de- 
scrive un’altra GH che contenga tanti millimetri quanti sono i me- 
tri contenuti in BC, e che indi alle due estremità della retta GH si 
facciano gli angoli G, e H rispettiva mente uguali agli angoli B, e 
C, si vedrà in appresso che tanti metri vi souo in BA quanti milli- 
metri vi sono in GF\ e per conseguenza la distanza inaccessibile BA 
si potrà misurare. Si vedrà ancora che basterà misurare l’aja del 
triangolo FGH per avere la mi-ura del triangolo ABC, dal che ap- 
parisce mauifesla l’importanza della teorica che audiamo ad esporre 
in questo capitolo. 



PROPOSIZIONE LIVI TEOREM J . 

270 Se in un triangolo si conduca una retta parallela ad un 
lato, gli altri due lati saranno divisi in parli proporzionali ( fig. 
5 o ). 

Dim. Nel triangolo ABC si conduca la retta DE parallela a BC. 
Dico che si avrà 

AD : DB ; ; A E: EC. 

Si congiunga il punto B col punto E, ed il punto C col putito D. 
I duo triangoli BDE , e CED sono equivalenti , perchè hanno la 
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slessa base DE, e la slessa altezza, essendo compresi fra le medesi- 
me parallele BC , e DE ; per conseguenza il triangolo ADE avrà la 
slessa ragione ai due triangoli BDE, e CED ( n° 187 ), vale a dire 
sarà 

ADE : BDE : : ADE : CED. 

Or i triangoli ADE , BDE hanno la stessa altezza, perchè hanno 
il vertice E comune, e le basi AD , DB sono situate in una medesi- 
ma linea retta AB, dunque i delti triangoli stanno fra loro come lo 
basi accennate ( n° 2^9 ).. Parimente si dimostra che il triangolo 
ADE sta al triangolo CED come la base AE alla base EC ; e per 
conseguenza sostituendo alle ragioni de’triangoli quelle delle basi si 
si avrà 

AD : DB\: AE : EC. 

Il che bisognava dimostrare. 

271. Corollario. Da questa proporzione si deduce componendo 
( n° 2 1 3 ) che 

i°. AD + DB : AD \ \ AE + EC : AE , ossia AB : AD \ ; AC: 
AE-, 

2 0 . AD -t- DB : DB i ! A E -i- EC : EC, ovvero 
AB: DB\: AC: EC. 

PROPOSIZIONE tXVII TEOREM J. 

272. Se i lati AB, AC (l'un triangolo ABC , sono divisi in /Mirti 
proporzionali da una retta DE questa sarà parallela al terzo lato 
BC ( lig. 5 o ). 

Dim. 1 triangoli ADE, BDE avendo la stessa altezza stanno fra 
loro come le basi AD, DB. Parimente il triangolo ADE sia al trian- 
golo CED come la base AE alla base EC. Ma per ipotesi si ha 
AD: DB:: AE: EC, 

dunque il triangolo ADE sta al triangolo BDE come lo stesso trian- 
golo ADE al triangolo CED-, e però sarà il triangolo BDE equiva- 
lente al (mugolo CED. Or questi due triangoli hanno la stessa ba- 
se DE, dunque devono avere la stessa altezza ; ossia devono essere 
compresi, fra le stesse parallele DE, BC. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXVIII TEOREM A. 

273. Se tra due rette CB, EG si conducano q uante parallele si 
voyliono CE, DF, BG, quelle rette saranno divise in parli propor- 
zionali (lig. Mi ). 

Dim. Se le due rette date CB, EG sono parallele, la proposizio- 
ne enunciata è evidente, poiché in tal caso le parli CD , DB sono 
respettivamente uguali alle parli EF, FG, come lati opposti do pa- 
rallelogrammi CDFE, DBGF. Se poi non sono parallele, si prolun- 
ghino [iuehò s'iuconlrino nel punto A. 
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Nel triangolo ADF essendo CE parallela a DF , sarà la ragione 
dì AD ad AF uguale a quella di CD ad EF ( n° 270 ). Similmente 
nel triangolo ABG essendo DF parallela a BG sarà la ragione di 
AD ad AF uguale a quella di DB a FG. Ma duo ragioni uguali a 
una terza sono uguali fra loro, dunque si avrà 

CD : EF : l DB : FG, 

ovvero permutando 

CD: DB:: FF : FG. 

Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LX1X — TEOREMA. 

274» La retta BD che divide in due parti uguali l'angolo 6BA di 
un triangolo, dividerà il lato opposto AG in due segmenti propor- 
zionali ai lati adiacenti ( fig. 52 ). 

Dim. Pel punto C si conduca la retta CE parallela a BD, e si pro- 
lunghi il lato AB finché incontri la parallela medesima nel puuto E. 

Considerando le due parallele rispetto alla secante AE sarà l’an- 
golo esterno ABD uguale all’ interno ed opposto dal la. stessa parte 
BEC ( n° 73 ): rispetto poi alla secante BC gli angoli alterni CBD, 
BCE saranno uguali fra loro (n° 73 ). Ma per ipotesi l’angolo ABD 
è ugnale all’angolo CBD , dunque ancora l’angolo BEC sarà uguale 
all’angolo BCE; e perciò sarà il lato BE=BC ( n° no). Or nel 
triangolo ACE ia retta BD essendo parallela a CE si ha la propor- 
zione 

AD : DC : : AB : BE. 

Quindi mettendo BC in luogo di BE si avrà in fine 

AD: DC:: AB: BC. 

Il che bisognava dimostrare. 

Dei triangoli simili. 

PROPOSIZIONE LXX TEOREMA. 

275 Se nel triangolo ABC si conduca la retta DE parallela al 
lato BC, il triangolo ADE sarà equiangolo al triangolo ABC, e sa- 
ranno proporzionali i lati adiacenti agli angoli uguali ( fig. 53 ). 

Dim. Dal punto D si tiri ^F parallela ad AC. Essendo D E paral- 
lela a BC, sarà l’angolo esterno ADE uguale all’ Interno ed opposto 
dalla stessa parte ABC. Parimente si dimostra che l’augolo AED è 
uguale all’angolo ACB, dunque il triangolo ADE è equiangolo al 
triangolo ABC. 

In secondo luogo, essendo DF parallela ad AC , i lati BA , BC 
saranno divisi in parti proporzionali ( n°27o), e si avrà BA : DA : : 
BC : FC. Ma FC è uguale a DE , perchè sono lati opposti del pa- 
rallelogrammo DECE, dunque sarà BA : DA ; ; BC : DE. Or in 
virtù delle parallele DE, BC ancora i lati BA, e CA sono divisi in 

9 
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parti proporzionali, Tale a dire che si ha BA : DA', \ CA • E A, dun- 
que la ragione di BA a DA è uguale tanto alla ragione di BC a DE, 
quanto alla ragione di CA ad EA; e per conseguenza si avrà 
BA DA : : BC :DÉ::CA. EA. 

Quindi il triangolo ABC è equiangolo al triangolo ADE , ed i lati 
adiacenti agli angoli uguali sono proporzionali. 11 che bisognava di- 
mostrare. 

276. Scolio I. Ne'triangoli equiangoli i lati adiacenti agli angoli 
Uguali sono stati chiamati lati omologhi, o quelli stessi angoli si so- 
no detti angoli omologhi (*). Così, il lato AB è omologo ad AD, il 
lato BC a DE, ed il lato AC ad AE. 

277. Scolio II- Immaginiamo che il lato BC si muova parallela- 
mente a se stesso verso il punto A, il triaugolo ABC andrà impiccio- 
lendosi a misura che il lato BC più si avvicina al punto A, ma per 
ciò che più sopra si è dimostrato conserverà sempre la stessa forma 
e varierà nella sola grandezza. Or siccome nel linguaggio comune 
due oggetti si dicono simili, quando la forma è in ambedue la stessa, 
ma la grandezza è diversa, così voleudosi serbare una certa analo- 
gia colla comune maniera di parlare: 

Due triangoli si dicono simili , quando hanno gli angoli uguali 
ciascuno a ciascuno, ed i lati omologhi proporzionali. 

Quindi si deduce che se in un triangolo ABC si conduca una ret- 
ta DE parallela ad un lato BC, il triangolo ADE sarà simile al trian- 
golo ABC. Si deduce ancora che due triangoli uguali sono sempre 
simili, ma non viceversa, vale a dire che due triangoli simili posso- 
no essere assai disuguali. 

PROPOSIZIONE LUI — TEOREMA. 

278. Due triangoli sono simili, quando hanno gli angoli respet- 
tivamente uguali ( fìg. 00. ) 

Dim. Ne’triangoli ABC, FGH sia l’angolo A=*F, B=G, 
C — II. Dico che i due triangoli saranno simili. 

Sul lato AB supposto maggiore di FG si prenda ADz= FG. e si 
tiri DE parallela a BC. Da questa costruzione risulta che l’angolo 
ADE è uguale all’angolo ABC ( n° 73 ): ma per ipotesi I’ angolo 
ABC = FG/I, dunque sarà ancora l’angolo ADE = FG}/\ e per 
conseguenza il triangolo ADE sarà uguale al triaugolo EGH, per- 
chè hanuo un lato uguale a.un lato e gli angoli adiacenti a questi 
lati respettivamente uguali. Ma il triaugolo ADE è simile al trian- 
golo ABC ( n° 277 ), dunque sarà ancora il triangolo FGU simile 
al triangolo ABC. Il che bisognava dimostrare. 



(*) Omologo è parola greca, e significa simile ragione . 
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proposizione lxxii — teorema. 

■79. Due triangoli sono simili , quando hanno i lati rispettila* 
mente proporzionili ( Cg. 5 o ). 

Dim. Ne’triangoli ABC, FGH sia AB : FG [ [ AC : FH[ ; BC : 
GH Dico cbe i due triangoli sono simili. 

Si prenda sul lato AB una parie AD=. FG , e si conduca DE 
parallela a BC. Si avrà ( n° 270 ) la proporzione AB : AD ; ; AC: 
AE , ma per ipotesi si ha AB : FG [ ; AC: FH\ dunque essendo in 

J ueste due proporzioni gli antecedenti uguali, si avrà ( n° ai 5 ) AD: 
'G\ \ AE'.FH. Ma per costruzione AD*=FG , dunque dovrà 
essere ancora AE — FH ( n° aoo ). Parimente si dimostra che DE 
■ss GB, poiché da una parte ( n° 27 5 ) si ha AB : AD ; ; BC : DE, 
e dall’altra si ha per ipotesi AB: AD’, [BC: GII. Quindi i due trian- 
goli ADE , FGU hanno i tre lati respetlivainenle uguali, e perciò 
sono uguali. Or il triangolo ADE e simile ai triangolo ABC (n°an 6 ), 
dunque sarà ancora il triangolo FGH simile al triangolo ABC. Il 
che bisognava dimostrare. 

- • • t , 

PROPOSIZIONE LIIIII — TEOREMA. 

a8o. Due triangoli tono simili , quando hanno un angolo uguale 
a un angolo , e sono proporzionali i lati che comprendono gli angoli 
uguali ( fig. 5 o ). * 

Dim. Abbiano i due triangoli ABC , FGH l’angolo A — F.c. sia 
inoltre AB : FG [‘.AC : FH. Dico che il triangolo ABC è simile al 
triangolo FGH. 

Sul lato AB si prenda AD= FG, e si tiri DE parallela a BC. Si 
avrà ( n° 270 ) la proporzione AB : AD [[AC : A E-, ma per ipotesi 
AB : FG ; ; AC:FÙ , dunque essendo in queste due proporzioni 
gli antecedenti uguali sarà AD : FG I [ AE : FI 1 . Ma per coslru- - 
zion e AD = FG, dunque dovrà essere ancora AE — FH ; e per 
conseguenza sarà il triangolo ADE uguale al triangolo FGH , poi- 
ché hanno due lati respetlivainenle uguali a due lati, e l’angolo com- 
preso dai primi uguale all'angolo compreso dai secondi. Or il trian- 
golo ADE è simile al triangolo ABC (u° 277 )., dunque ancora il 
triangolo FGH sarà simile al triangolo ABC. Il che bisognava di- 
mostrare. ., . . 

PROPOSIZIONE L XXIV TEOREMA. 

281. Due triangoli sono simili , quando hanno i lati respettiva- 
mente paralleli ( lìg. 54 - ) 

Dim. Sieno i lati AB, AC, BC del triangolo ABC respeltivameute 
paralleli ai lati DE, DE, EF del triangolo EDF. Dico che il trian- 
golo ABC esimile al triangolo EDF. 



Digitized by Google 




BE7.fO.NB PRIMA 



68 

Infatti gli angoli A, e D sono uguali perchè sono compresi fra 
lati paralleli e rivolti nel medesimo senso. Parimente si dimostra che 
l’angolo C = F, e l’angolo B== E , dunque i due triangoli ABC , 
EDF sono equiangoli, e perciò simili. 

282. Scolio. Se il triangolo EDF non avesse la situazione sup- 
posta nella figura , ma fosse situato come il triangolo EDF' ; in 
guisa che si avesse il lato AB parallelo a DE, il tato AC a DE , 
ed il lato BC ad E‘F', è evidente che il teorema sussisterebbe sem- 
pre , poiché si può situare il triangolo EDF' come il triangolo 
EDF ; il che si può far sempre nelle ligure piane. 

PROPOSIZIONE LXXV TEOREMA. 

s 83 . Due triangoli sono simili, quando hanno i lati rispettiva- 
mente perpendicolari ( fig. !>5 ). 

Dim. Ne’triangoli ABC, EDF sia il lato DE perpendicolare ad 
AB, il lato FD ad AC, ed il lato EF a BC. Dico che il triangolo 
ABC è simile al triangolo EDF. 

Infatti, nel quadrilatero AIDH la somma dei quattro angoli equi- 
vale a quattro retti ( n° i 35 ): ma gli angoli DBA, e DIA sono ret- 
ti per supposizione, dunque la somma de’due rimanenti HAI , ed 
UDÌ dovrà essere uguale a due retti. Or la somma degli angoli _a- 
dincenti UDÌ, FD 1 è pure uguale a due retti; perciò se si toglie il 
comune angolo UDÌ, resterà fan gol ojFDE uguale all’angolo BAC. 
Nello stesso modo si dimostra che l’angolo E—B, e l’angolo F=C. 
Quindi i due triangoli ABC, EDF sono equiangoli ; e per conse- 
guenza sono simili. Il che si doveva dimostrare. 

284,. Scotio I. I triangoli ABC, EDF potrebbero trovarsi in una 
situazione diversa da quella supposta nella figura, ma anche in tal 
caso l’uguaglianza degli angoh respetlivi si dimostrerebbe sia con la 
considerazione di quadrilateri come AIDH, di cui due augoli sono 
retti, sia col paragone di due triangoli , che oltre agli angoli verti- 
cali hanno ciascuno un angolo retto. 

280. Seolio II. Dalle cinque proposizioni precedenti si può con- 
cludere che due triangoli sono simili. 

i°. Quando hanno due angoli uguali ciascuno a ciascuno. 

2°. Quando hanno i lati proporzionali. 

3 °. Quando hanno un angolo uguale ad un angolo , e sono pro- 
porzionali i lati che comprendono gli angoli uguali. 

4 -°- Quando hanno i lati respettivamente paralleli, 

5 °. Quando hanno i lati respettivamente perpendicolari. 

286, Scolio III. Merita ancora di essere osservato che nei trian- 
goli simili i lati omologhi sono sempre opposti agli angoli uguali. 

Pare dunque che i lati omol oghi avrebbero potuto definirsi dicen- 
do esser quelli, che ne’lriangoli equiangoli sono opposti agli angoli 
uguali. Ma questa definizione non avrebbe potuto applicarsi ai po- 
ligoni simili di qualunque numero di lati, poiché in questi poligoni 
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i Iati non sono opposti agli angoli, e nulladimeno si considerano an- 
cora in queste figure i lati omologhi, cioè i lati adiacenti agli angoli 
uguali. 



PROPOSIZIONE LIXVI — - TEOREMA. 

287. Nel triangolo rettangolo ABC, se dal vertice A dell' angolo 
retto si abbassa la perpendicolare AD sopra ripoletiusa , » triango- 
li ADB, ADC saranno simili fra loro , ed a tutto il triangolo ABC 
(Cg. 56 ). 

Dim. Infatti, i due triangoli ABD ed ABC sono rettangoli ambe- 
due, ed hanno l’angolo B comune, dunque sarà il terzo angolo BAD 
del primo uguale ài terzo angolo C del secondo; e perciò il triango- 
lo ABD è simile al triangolo ABC. Parimente i due triangoli ACD, 
ed ABC sono ambedue rettangoli , ed hanno I’ angolo C comune , 
dunque sarà l’angolo CAD del primo uguale all’angolo B del secon- 
do; e per conseguenza il triangolo ACD è simile al triangolo ABC. 
Quindi i due triangoli ABD, e CAD essendo equiangoli al triangolo 
ABC saranno simili fra loro, ed al triangolo ABC. Il che bisognava 
dimostrare. 

288. Corollario I. Se si paragona ciascun triangolo parziale al 
totale, e si tenga presente che i lati omologhi sono opposti agli angoli 
uguali, si avranno le due proporzioni 

BC : AB ; ; AB : BD, e BC: AC\ \ AC : DC, 
vale a dire che 

Ciascun cateto è medio proporzionale fra /’ ipotenusa ed il seg- 
mento adiacente al cateto medesimo. 

289. Corollario 11 . Paragonando fra loro i due triangoli parziali 
si avrà la proporzione BD : DA ‘ ; DA : DC, vale a dire che 

La perpendicolare abbassata dal vertice dell'angolo retto sopra 
Fipolenusa è media proporzionale fra i due segmenti della medesima 
ipotenusa 



PROPOSIZIONE I/XXVII TEOREMA. 

290. I triangoli simili stanno fra loro come i qaadrati de' lati 
omologhi ( fìg. 5 o ). 

Dim. Sieno i due triangoli simili ABC, FGII. Si prenda AD = 
FG , indi si tirino la DE parallela a BC, e le diagonali BE, CDue l 
quadrilatero EDBC. 

Il triangolo ADE sta al triangolo ADC come la base AE alla ba- 
se AC, poiché hanno la stes<a altezza. Parimente si d. mostra che il 
triangolo ADC sta al triangolo ABC come la base AD alla base AB, 
ovvero come AE ad AC, essendo per costruzione la DE parallela a 
BC. Ma quando si hanno Ire grandezze la ragione della prima alla 
terza è composta dalle ragioni della prima alla seconda e della secon- 
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da alla terza ( n° 228 ), dunque de’tre triangoli ADE , ADC , ABC 
la ragione del primo al terzo è composta dalle ragioni del primo al 
secondo, e del secondo al terzo, vale a dire è composta dalla ragio- 
ne di AE ad AC , e dalla stessa ragione di AE ad AC. Quindi il 
triangolo ADE sta al triangolo ABC come il quadrato di AÈ al qua- 
drato di AC , o che vale lo stesso come il quadrato di AD al quadra- 
to di AB, o come il quadrato di DE al quadrato di BC. Ma il trian- 
golo ADE è ugnale al triangolo FG/I ( n° 278 ), dunque i triangoli 
simili stanno fra loro come i quadrati de’lati omologhi. 11 che biso- 
gnava dimostrare. 

De' poligoni simili. 

291. Applicando ai poligoni in generale la nozione della similitu. 
dine si dice che 

Due poligoni sono simili, quando hanno gli angoli uguali ciascu- 
no a ciascuno, ed i lati omologhi proporzionali. 

292. Ne’triangoli simili l’uguaglianza degli angoli è una conse- 
guenza della proporzionalità de’lati, e viceversa, per cui una di que- 
ste condizioni é sufficiente a stabilire la similitudine de’triangoli. (Jn 
tale legame cessa di esistere ne’poligoni simili d'un maggior numero 
di lati, dappoiché in queste ligure si può alteraro la proporzionalità 
de’lati senza cangiare gli angoli, o pure si possono alterare gli angoli 
senza mutare i lati. Per esempio , se nel quadrilatero ABCD ( fig. 
34 ) si tiri una retta EF parallela al lato BC, l’angolo AEF sarà u- 
guale all’angolo B. e l’angolo DFE all’angolo C; per conseguenza il 
qnadrilatero AEFD sarà equiangolo al quadrilatero ABCD , ma lar 
proporzione dedali è differente. Similmente senza alterare i quattro 
lati AB, BC, CD, AD si possono alterare gli angoli, con avvicinare 
o allontanare il punto B dàl punto D. Da queste considerazioni ri- 
sulta che per dimostrare la similitudine di due poligoni si deve pro- 
vare che hanno gli angoli uguali ciascuno a ciascuno, ed i lati omo- 
loghi proporzionali. 

PROPOSIZIONE LXXV1II TEOREMA. 

293. Due poligoni simili possono dividersi nello stesso numero di 
triangoli simili rcspetlivamente, e similmente situati (fig. 87 ). 

Diin. Sieno i due poligoni simili ABCDE, FGIILO. Dai vertici 
A, jFdi due angoli omologhi si conducano le diagonali AC , AD, 
FU, FL. 

Per la sim'glianza de’ poligoni è l'angolo B = G , ed i lati AB , 
BC sono proporzionali ai lati FG, GII ; per conseguenza (n° 280 ) il 
triangolo ABC è simile al triangolo FGU, onde sarà 1 ’ angolo BCA 
uguale all’angolo GUF. Parimente l'angolo BCD è uguale all’ango- 
lo GIIL-, se dunque si tolga dal- primo l’angolo BCA, e dal secondo 
l’angolo GUF, resterà l'angolo ACD uguale all’angolo FUL. Or 
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essendo simili i triangoli ABC, FGH la ragione di BC a GH è u- 
guale alla ragione di AC a FU: ma per la simigliala de’ poligoni 
la ragione di BC a GH è uguale a quella di CD a HL, dunque sarà 
la ragione di AC a FU uguale a quella di CD a HL ; e per conse- 
guenza i triangoli ACD, FHL sono simili. Nèilo stesso modo si di- 
mostrerà che il triangolo ADE è simile al triangolo FLO, e cosi in 
progresso se vi fossero altri triangoli. Dunque i poligoni simili si 
possono decomporre nello stesso numero di triangoli simili respetli- 
vamente e similmente disposti. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXIX TEOREMA. 

294. Due polìgoni sono simili , allorché sono divisi nello slesso 
numero di triangoli simili respetlivamenle , e similmente situati 

• • • ' » / 

Dim. Sieno i due poligoni ABCDE, FGHLO, ne’quali si suppo- 
ne il triàngolo ABC simile al triangolo FGH , il triangolo ACD si- 
mile al triangolo FHL, ed il triangolo ADE simile al triangola /’ZO. 
Dico che i due poligoni sono simili. 

Essendo per ipotesi il triangolo ABC simile al triangolo FGH, sa- 
rà l’angolo B= G, e l’angolo BCA uguale all’angolo GHF. Pari- 
mente essendo il triangolo ACD. simile al triangolo FHL, sarà l’an- 
golo ACD uguale all’angolo FHL. Quindi tutto l’angolo BCD sarà 
uguale a lutto l’angolo GHL-, e cosi purg si dimostrerà che l’angolo 
D—L, l’angolo E — 0 , e l’angolo A=F. Dunque i due poligoni 
souo equiangoli; e perciò riinane a dimostrare che i lati omologhi 
sono proporzionali. 

Or essendo simili i triangoli ABC , FGH, si ha BC : GII ‘ ; AC ; 
FH. Ma per la simiglianza de’triangoli ACD , FIIL si ha AC: FH\ \ 
CD : HL, dunque la ragione di AC a FII è uguale tanto alla ra- 
gione di BC a Gli, quanto a quella di CD a HL\ e per conseguen- 
za si avrà BC : GII \ \ CD : IIL. Nello stesso modo si dimostra che 
i rimanenti lati omologhi sono proporzionali; dunque i poligoni pro- 
posti souo simili. Il elle bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE HIX TEOREMA, 

2 g5. / poligoni simili stanno fra loro come i quadrali de' lati 0- 
moloyhi ( fig. S7 )• 

Dim. Sieno i duo poligoni simili ABCDE, FGHLO. Dai vertici^, 
F di due angoli omologhi si couducauo le diagonali AC, AD, FU , 
FL. 

I due triangoli ABC, FGH essendo simili ( n° 293 ) stanno fra 
loro come il quadrato di AC al quadrato di FH ( n" ago). Per la 
stessa ragione il triangolo ACD sta al triangolo FIIL come lo stesso 
quadrato di AC al quadrato di /’//; per conseguenza sarà il triango- 
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10 ABCt\ triangolo FGH come il triangolo A CD al triangolò FHL. 
Nello stesso modo si dimostra che il triangolo ACD sta al triangolo 
FHL come il triangolo ADE al triangolo FLO. 

Ma quando si hanno pili ragioni uguali la somma degli antecedenti 
sta a quella de’conseguenti come un antecedente qualunque al suo 
conseguente (n°2i9), dunque la somma de’triangoli AÈC, ACD , 
ADE, cioè il poligono ABCDE , sta alla somma de’ triangoli FGH , 
FHL , FLO , cioè al poligono FGHLO, come il triangolo ABC al 
triangolo FGH, avvero come il quadrato di AB al quadrato di FG. 

11 che bisognava dimostrare. 

296. Scolio . In virtù della similitudine de’due poligoni si ha 
AB: FG ; : BC: GII ; ; CD: HL, ecc. 

Quindi sarà la somma degli antecedenti AB, BC, CD, ecc. alla som- 
ma de’conseguenti FG, GII, HL, ecc. come uno degli antecedenti 
AB al suo conseguente FG. Da ciò si conclude che 

I perimetri de' polìgoni simili stagno fra loro come i lati omo - 
loghi, , ■ 



CAPITOLO XI. ' 

DEI QUADRATI E DEI RETTANGOLI FORMATI SULLE LINEE RETTE. 

297, Partendo dalla misura del rettangolo, e dai teoremi intorno 
ai rapporti delle supsriìcie, che abbiamo ricavati come conseguenze 
immediate di quella misura, si potrebbero dimostrare senza ligure i 
teoremi relativi ai quadrati ed ai rettangoli delle linee variamente 
divise. Ma siccome converrebbe ricorrere alle regole della moltiplica- 
zione algebrica, cosi per non uscire dalla pura geometria esporremo 
i teoremi accennati con figure e costruzioni geometriche. 

Dei quadrati e dei rettangoli delle linee variamente divise. 

PROPOSIZIONE LXXXI — TEOREMA. 

298. Se una retta AC è divisa in due parti AB, BC, il quadrato 
di AC è uguale al quadralo di AB , piti il quadrato di BC , più il 
doppio del rettangolo compreso fra AB e BC ( fig. 58 ). 

Dim. Si costruisca sopra AC il quadrato ACDÈ; si prenda AF= 
AB, indi si conduca FG parallela ad AC, c BII parallela ad AE. 

Con questa costruzione il quadrato ACDE resta diviso in quattro 
parti. La prima ylBIF è il quadrato fatto sopra AB , poiché AF = 
AB. La seconda IGDII è il quadralo fatto sopra BC: perocché es- 
sendo AC = AE, ed AB — AF, sarà BC, differenza delle linee AC, 
AB uguale ad EF differenza delle linee AE, AF; ma in virtù delle 
parallele si ha BC— IG, e DG = EF, dunque la figura 1 DGIÌ è 
il quadrato di BC. Inoltre, la terza parte BCGI esprime il retiango. 
io di AB in BC, perchè AB = BI, e l’ultima parte EF 1 U è pure u- 
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guale allo stesso rettangolo di Ali in BC , perchè FI — AB , e<l 
EF — BC. Dunque il quadrato di AC si compone dei quadrali di 
AB, e di BC e del doppio rettangolo di AB in BC; ed è perciò ugua- 
le allu somma di tulle quelle figure. 11 che bisognava dimostrare. 

299. Corollario . È manifesto che se le rette AB, BC sono uguali 
il quadralo di AC sarà uguale al quadruplo del quadrato di AB , o 
di BC. Dunque 1 se una retta è divisa in due parti uguali , il qua- 
li dialo delfiniera retta sarà uguale al quadruplo del quadrato della 
i metà ». 

PROPOSIZIONE LXXXII TEOREMA. 

3 00. Il quadrato AB 1 F della linea retta AB differenza delle due 
linee AC e BC è uguale al quadrato di AC, più il quadrato di BC , 
meno il doppio rettangolo di AC in BC ( fig. 59 ). 

Dim. Sopra AC t\ descriva il quadrato ACDE , si prenda AF = 

AB , e si conduca BH parallela a CD, FG parallela ad AC ; final- 
mente si costruisca sopra EF il quadrato EFKL , e le rette KF, FI 
risulteranno per diritto, per essere tulli gli angoli in F retti. 

Il rettangolo BCDH è uguale al rettangolo di AC in CB, poiché 
CD=AC. Parimente il rettangolo KIHL è uguale al rettangolo di 
AC in CB. poiché KI = AC, ed IH = BC; dunque i due rettangoli 
BCDH , KIHL presi insieme sono uguali al doppio rettangolo di AC 
in BC. Ora se da tutta la figura ACDLKF, composta dei quadrali di 

AC, e di BC, si tolgano i due rettangoli accennati, resterà il quadra- 
to di AB, dunque questo quadrato è uguale alla somma dei quadrati 
di AC , e di BC, meno il doppio rettangolo di AC in BC. LI che bi- 
sognava dimostrare. 

PROPORZIONE LXXXItr TEOREMA- 

3 01. I! rettangolo compreso dalla somma e dalla differenza di 
due rette è uguale alla differenza dei quadrati delle stesse rette 
(fig. 60 ). 

Dim. Siano AB^ BC le due rette date. Si costruisca sopra AB il 
quadrato ABIF, si prenda AE — AC, si conduca CG parallela ad 
AF, ed EL parallela ad AB\ indi $ul prolungamento di questa ret- 
ta si prenda BK — BC; e finalmente dal punto K si tiri Ai paralle- 
la a BI che incontrerà EL nel punto L. Il rettangolo AKLE avrà 
per base AK, cioè la somma delle due rette date AB, BC, e per al- 
tezza AE, ovvero la differenza delle stesse rette, essendo AE=sAC. 
Ciò p emesso, dico che il rettangolo AKLE è uguale aL quadrato di 
AB, meuo il quadralo di BC. 

Imperocché, il rettangolo AKLE è composto dei due rettangoli 
AB HE. e BHLK; ma il rettangolo BHLK è ugnale al rettangolo 
CDHB, pcrciiè hanno le basi uguali BK, BC, t la stessa altezza BH 

io . 
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( n° 24-1 ); ed è poi il rettangolo CDHB uguale al rettangolo EDGF 
( n° 298 ), dunque il rettangolo AKLE è uguale alla somma dedue 
rettangoli ABHE , ed EDGF. Or questi due rettangoli formano tut- 
to il quadralo ABIF meno il quadrato DHIG , che è il quadrato fat- 
to sopra BC ( n° 298 ): dunque il rettangolo AULE è uguale al qua- 
drato di AB meno il quadralo di BC. 11 che bisognava dimostrare. 

Dei quadrati fatti sopra i lati dei triangoli. 

proposizione ixxxiv— teorem j. 

302. Il quadrato fatto su la ipotenusa BC (tun triangolo rettan- 
golo è uguale alla somma dei quadrati fatti sopra i cateti AB , AC 
ffig. 61 ). 

Dim. Abbassando dal vertice A del triangolo rettangolo la per- 
pendicolare AD sull’ipolenusa, ne risulteranno i tre triangoli ABD, 
ADC, ABC , che essendo simili ( n° 287 ) stanno fra loro come i 
quadrati de’laii omologhi AB. AC, BC ( n° 290 ) ; cioè come i tre 
quadrati M, N, P : ma il triangolo ABC è uguale alla somma de* 
triangoli ABD, ADC, dunque il quadrato /'sarà ancora uguale alla 
somma dei quadrati M, ed N. Il che bisognava dimostrare. 

3 0 3 . Corollario I. Le figure simili di qualunque numero di lati 
essendo fra loro come i quadrati dei lati omologhi ne risulta che: la 
figura descritta sulla ipotenusa è uguale alla somma delle figitre 
simili e similmente descritte sopra i cateti. 

3 o 4 - Corollario II. I triangoli ABD , ADC avendo la stessa altez- 
za AD stanno fra loro come le basi BD. DC ( n° 246 ); ma gli stessi 
triangoli sono proporzionali ai quadrati AI, ed N , dunque.: / qua- 
drati dei cateti stanno fra lare come i segmenti adiacenti dell ' ipo- 
tenusa. Nello stesso modo si dimostrerà che: Il quadrato dell' ipote- 
nusa sta al quadrato di un cateto come l' ipotenusa sta al segmento 
adiacente al cateto medesimo. 

3 oo. Corollario III. Sia ABC!) un quadrato ( (ig. 62 ) , e sia 
AC la sua diagonale: il triangolo ABC essendo rettangolo ed isosce- 
le, sarà il quadrato della diagonale AC doppio del quadrato fatto sul 
lato AB. Se dunque si faccia AB= 1, il quadrato della diagonale 
AC sarà espresso dal numero 2, poiché il quadralo di 1 è 1. Da ciò 
ne consegue che la diagonale AC sarà espressa dalla radice di 2. 
Ora è dimostrato nell’ Aritmetica che la radice di 2 non può esser 
espressa esattamente nè da un numero intero, né da un fratto, dun- 
que nou si può assegnare esattamente in numeri il rapporto che pas- 
sa fra la diagonale AC cd il lato AB del quadrato , e però queste 
due linee sono incommensurabili fra loro ( n° 179 ). 

3 o 6 . Scolio. La proposizione precedente è uua delle più impor- 
tanti della geometria. Piitagora fu il primo a dimostrarla ; e perciò 
\iene conosciuta sotto il nome di teorema Piliagorico. 
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PROPOSIZIONE LIIIV TEOREMA. 

Zoj. In un triangolo ottusangolo ABC il quadrato del lato AB 
opposto alt angolo ottuso ACB è uguale alla somma dei quadrati 
degli altri due lati AC, CB, più il doppio del rettangolo compreso 
fra uno di essi CB, e la retta CD interposta fra il vertice dell ango- 
lo ottuso, e la perpendicolare AD ( fig. 63 ). 

Dim. Nel triangolo rettangolo ABD il quadrato di AB è uguale 
al quadrato di AD, più il quadrato di BD ( n° 3o2 ); ma la retta BD 
è uguale alla somma delle due rette CD, CB. e per ciò il quadralo 
di BD è uguale al quadrato di CD , più il quadrato di BC, più il 
doppio rettangolo di BC in CD ( n” 298 ) ; dunque il quadrato di 
AB è uguale ai quadrati di AD , di CD , di BC, ed al doppio ret- 
tangolo di BC in CD: ma la somma de’ quadrati di AD, e di CD è 
uguale al quadrato di AC ( n° 3o2 ); dunque il quadralo di AB 
equivale ai quadrati di AC, e di BC insieme col doppio rettangolo 
di BC in CD. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXXVI — TEOREMA. 

3 0 8 . In un triangolo ABC il quadrato del lato AB opposto ad un 
angolo acuto ACB, è uguale alla somma dei quadrati degli altri 
due lati AC, CB, meno il doppio rettangolo compreso fra anodi 
essi BC, e la retta CD interposta fra il vertice dell' angolo acuto , 
e la perpendicolare AD (fig. 64 )• 

Dim. La perpendicolare AD può cadere dentro, o fuori del trian- 
golo ABC. 

1. Nel triangolo rettàngolo ABD il quadrato di AB è uguale al 
quadrato della perpendicolare AD. più il quadralo delia rolla BD , 
ch’è la differenza delle due BC, CD, per conseguenza sarà il quadrato 
di AB uguale al quadralo di AD, più il quadralo di BC, più il qua- 
drato di DC, mentii doppio rettangolo di BC in CD ( n° 3 oo ). Ma 
i quadrali di AD, e di CD presi insieme equivalgono al quadrato di 
AC ( n° 3 oa ), dunque il quadrato di AB è' uguale alla somma dei 
quadrati di AC, e di CB, meno il doppio rettangolo di BC in CD. 

2. Se la perpendicolare AD cadesse sul prolungamento di CB fuo- 
ri del triangolo ABC , avrebbe luogo la medesima dimostrazione ; 
solamente la linea BD sarebbe differenza delle linee CD, CB , men- 
tre nel caso precedente era differenza delle liuce CB, CD. Il che bi- 
sognava dimostrare. 

PROPOSIZIOHE LXXXVJI TEOREMA. 

309. In un triangolo qualunque ABC, se si divide un lato BC per 
metà, e si congiunge il punto di mezzo E col vertice A dell’angolo 
opposto, la somma dei quadrati degli altri due lati AB, AC è tignai 
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le a due volte il quadrato della congiungente AB , più due volte il 
quadrato della metà del lato 13 C ( Kg. (35 ). 

Dim. Si abbassi sul lato BC la perpendicolare AD 

Nel triangolo ottusangolo ABIC il quadrato di AB è uguale alla 
somma dei quadrali di AD. e di EB , più il doppio rettangolo di BE 
in ED. Al contrario nel triangolo acutangolo AEC il' quadrato di 
AC è uguale alla sómma dei quadrati di A E, e di EC, meno il dop. 
pio rettangolo di EC in ED. Ma il quadrato di EC è uguale al qua- 
drato di EB , ed il doppio rettangolo di BE in ED è lo stesso che il 
doppio rettangolo di EC in ED, dunque la somma dei quadrati di 
AB, e di AC equivale al doppio del quadrato di AE, più il doppio 
dei quadrato di BE, poiché il doppio rettangolo aggiunto e sottratto 
si annulla. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE rinvili — TEOREMA. 

3 io. In ogni parallelogrammo ABCD la somma dei quadrati dei 
quattro lati equivale alla somma dei quadrati delle due diagonali 
(fig. 66 ). 

Dim. Imperocché, tirando le diagonali AC , BD . esse si taglie- 
ranno scambievolmente in parti uguali nel punto E ( u° 160); per 
conseguenza nel triangolo ABC la somma dei quadrali dei lati AB, 
BC sarà ( n" 3 og ) uguale a due volte il quadralo di BE , più due 
volte il quadrato di AE. Parimente nel triangolo ADC\a somma dei 
quadrati dei lati CD, DA è uguale a due volte il quadrato di ED , 
ovvero di EB, più due volte il quadrato di AE. Laonde la somma 
dei quadrati dei quattro lati AB, BC, CD, DA sarà uguale a quattro 
volle il quadrato di BE, più quattro volte il. quadrato di AE. Ma il 
quadruplo del quadrato di BE è uguale al quadrato di BD (n°29g) , 
ed il quadruplo del quadrato di AE è uguale al quadrato di AC ; 
dunque la somma dei quadrati dei lati del parallelogrammo ABCD 
è uguale alla.somma dei quadrali delle diagonali. Il che bisognava 
dimostrare. 

CAPITOLO XII. 

APPLICAZIONE DE’pRINClPJ CONTENUTI NE* DUE CAPITOLI PRECEDENTI 
ALLA RISOLUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI. 

PROPOSIZIONE LXXXIX TEOREMA. 

3 i i. Dividere una linea retta in un dato numero di parti uguali 
o in parti proporzionali a più rette date ( fig. 67 ). 

Sol. Sia da dividersi in primo luogo la retta AB in un dato nu- 
mero di parti uguali, per esempio, in tre parti. Dal punto ^ si condu- 
ca una retta indefinita AH, la quale faccia colla retta data un ango- 
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lo qualunque; indi sopra AH si prendano tre parti uguali AE, EF, 
FG ad arbitrio, si congiunga il punto B col' punto G, e si tirino in 
fine le rette FD, EC parallele a BG. La retta AB sarà divisa nelle 
tre parti uguali AC, CD, DB. 

In fatti le parallele CE, DF, BG dividono le rette AB , AG in 
parli proporzionali ( n° 2o3 ); e perciò essendo uguali per costruzio- 
ne le rette AE, EF, FG, ancora le rette AC, CD, DB devono > 
essere uguali. 

Sia in secondo luogo da dividersi AB in parti proporzionali ad 
altre rette date, per esempio in tre parti. Si prenderanno sopra AH 
tre parti AE, EF, FG uguali respetlivamente alle tre rette date , 
indi si dimostrerà come sopra che la retta AB sarà divisa in tre parti 
proporzionali alle rette date. Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XC — PROBLEMA. 

3 12. Trovare la quarta proporzionale a tre rette date ( fig. 68). 

Sol. Si tirino due rette indefinite, che facciano un angolo qualun- 
que EAC. Si prenda AB uguale alla prima delle tre rette date, BE 
alla seconda, AD alla terza; indi si congiunga il punto B col punto 
D, e dal punto E si conduca EC parallela a BD\ sarà DC la quarta 
proporzionale richiesta! Infatti ( n° 270 ) nel triangolo AEC essen- 
do BD parallela a EC si avrà AB : BE \ ; AD : DC. Il che biso- 
gnava fare. • 

3 1 3 . Scotio. La terza proporzionale a due rette date si trova col- 
la stessa costruzione, cioè prendendo AB uguale alla prima delle due 
retto date , BE alla seconda, ed AD uguale pure alla seconda. E 
manifesto che DC sarà la terza proporzionale cercata. 

PROPOSIZIONE XCI PROBLEMA. 

3 i 4 - Trovare una media proporzionale fra due rette date ( fig. 

69)- 

Sol. Sopra una medesima retta si prendano le parti AB , BC ti- 
guali respetlivamente alle due rette date; indi si divida AC in due 
parti eguali nel punto 0 , e fatto centro io questo punto si descriva 
col raggio OA una mezza circonferenza. Finalmente s’innalzi sul 
diametro AC la perpendico'are BQ, c si prolunghi finche incontri la 
circonferenza in D: sarà BD la media proporzionale richiesta. 

Infatti, si tirino le corde DA, DC, ed il raggio DO. Essendo DO 
= OC, e DO = OA come raggi , saranno isosceli i due triangoli 
DOC, e DO A: per conseguenza f n° 108 ) sarà l’angolo ODC=OCD, 
e l’angolo ODA= OAD. Or questi quattro angoli presi insieme e- 
quivalgono a due angoli retti, perchè formano i tre angoli del trian- 
golo ADC, dunque l’angolo ADC formato dagli angoli ADO, e CDO 
dev’essere uguale ad uu angolo retto. Quindi il triangolo ADC e ret- 
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(angolo; e perciò la perpendicolare DB è inedia proporsionale tra 
le due rette AB, BC ( n° 289 ). Il che bisognava fare. 

3 1 5 . Scolio. Apparisce da questa proposizione che se da un punto 
della circonferenza si tirino due corde all’estremità del diametro, 
l'angolo compreso dalle corde è un angolo retto. Inoltre la perpendi- 
colare abbassata da un punto della circonferenza sul diametro è me* 
dia proporzionale fra i due segmenti del diametro. 

PROPOSIZIONE XCII — PROBLEMA, 

3 16. Costruire un quadrato equivalente ad un parallelogrammo 
0 ad un triangolo dato ( fìg. 46 ). 

Sol. Sieno BC, ed AD la base e l’altezza dèi parallelogrammo, o 
del triangolo. 

1. Si trovi una media proporzionale M fra la base BC e l’altezza 
AD, sarà M il lato del quadrato equivalente al parallelogrammo 
ABCE. Infatti dalla proporzione BC : M ; ; M : AD si ricava ( n° 
■io 3 ) che il prodotto di BC in AD è uguale al quadralo di M: ma 

! [uel prodotto è la misura del parallelogrammo, dunque il quadrato 
atto sopra Me equivalente al parallelogrammo medesimo. 

2. Si trovi uua media proporzionale I\/ fra la base BC e la metà 
dell'altezza AD, sarà N il lato del quadrato equivalente al triangolo 
ABC. Perocché essendo BC : N \ \ Ni 5 AD, sarà il prodotto della 
base BC per la metà dell'altezza AD, ossia ( n° a 55 ) l’aja del trian- 
golo, uguale all’aja del quadrato. Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE xeni PROBLEMA. 

317. Costruire un quadralo equivalente alla somma 0 alla diffe- 
renza di due quadrali (fìg. 70 ). 

Sol. Si tirino due rètte indefinite che facciano tra loro 1" angolo 
retto A, indi sopra queste rette si prendano le parli AC, CB respel- 
livameute uguali ai lati dei quadrali dati, e si còngiunga il punto il 
col punto C, la retta BC sarà il lato del quadrato 'equivalente alla 
somma dei quadrati dati; poiché BC è l'ipotenusa del triangolo ret- 
tangolo ABC, di cui i cateti sono AB, ed AC ( n° 3o2 ). 

Dovendosi formare un quadralo equivalente alla differenza di due 
quadrali, si prenda AC uguale al lato del quadrato minore , indi 
latto centro in C e con un raggio CB uguale al lato del quadrato 
maggiore si descriva un arco che tagli la retta indefinita AB in un 
punto B. sarà AB il lato del quadralo richiesto. Infatti il quadrato 
del cateto AB è uguale al quadrato del ipotenusa BC meno il qua- 
drato dell'altro cateto AC ( u° 3o3 ). Il che bisognava fare. 

3 18. Scolio. E manifesto che colla costruzione falla più sopra si 
potrà costruire un quadrato uguale alla somma di quanti quadrati si 
vorrà; dappoiché siccome a due se no può sostituire uno, cosi a tre 
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se ne potranno sostituire due , e quindi un solo a tutti tre. Nello 
stesso modo a quattro quadrali si potrà sostituire un solo, e così in 
progresso. 

PROPOSIZIONE CXIV PROBLEMA. 

319. Costruire un quadrato che stia ad un quadrato dato come 
la linea M alla linea N (fig.. 71). 

Sol. Sia A il lato del quadrato proposto. Si trovi una quarta pro- 
porzionale B alle tre linee N, M , A : indi tra le due linee A e B si 
trovi una inedia proporzionale X : questa sarà il lato del quadrato 
richiesto. Infatti, essendo^, X, B tre grandezze continuamente pro- 
porzionali, la prima Asia alla terza B come il quadrato della prima 
A al quadrato della seconda X ( n° a 3 o ). Ma A sta a B come N sta 
a M, dunque il quadralo di A sta al quadrato di X come N a M- 
e quindi invertendo sarà il quadrato di X al quadrato di A come M 
a N. Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XCV — PROBLEMA. 

3 ao. Sopra una retta data descrivere un poligono simile ad un 
poligono auto ( fig. 5 7 ). 

Sol. Sia ABCDE il poligono dato , ed OL la retta data , che sì 
considera come lato omologo al lato ED. 

Si decomponga il poligono in triangoli per mezzo delle diagonali 
AC, AD ; indi si faccia l’angolo FLO uguale all'angolo ADE , e l’an- 
golo FÓL uguale all’angolo AED, il triangolo FOL sarà simile al 
triangolo AED (d° 278). Colla stessa costruzione si descriverà sopra 
FL il triangolo FLH simile al triangolo^fCZ^e sopra FU il triangolo 
FGU simile al triangolo ABC. E evidente che il poligono FGULO 
sarà il poligono richiesto ( n° 294)- 11 che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XCVI PROBLEMA. 

321 . Essendo dati due poligoni simili, costruire un altro poligo- 
no simile ai due primi, e che sia uguale alla loro somma , o alla 
loro differenza. 

Sol. Sieno A e B due Iati omologhi dei poligoni proposti. 

Si costruisca (n°3i7) un quadrato che sia uguale alla somma 
o alla differenza dei quadrati dei lati A e B. Il lato di questo qua- 
drato si dinoti con X, sopra del quale si descriva un poligono si- 
mile ad uno dei poligoni proposti. Il poligono Z sarà il poligono ri- 
chiesto; dappoiché i poligoni simili stanno tra loro come i quadrati 
dei lati omologhi ( n° 29^ ). Ma il quadrato di X è per costruzione 
uguale alla somma o alla differenza de’quadrali di A e di B, dunque 
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ancora il poligono Z sarà uguale alla somma o alla differenza dei 
poligoni dati. 11 che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XCVII PROBLEMA. 

Saa. Costruire un poligono simile ad un poligono dato , e che 
stia a questo poligono nella data ragione di M a N. 

Sol. Sia A un lato del poligono dato, e X il lato omologo nel po- 
ligono cbe si cerca. Or essendo i poligoni simili come i quadrali dei 
lati omologhi, sarà il quadrato di X al quadrato di A come M a 
e per conseguenza il problema si riduce a descrivere un quadrato 
che stia ad un dato quadrato in una data ragione ( n° 3 i 9 ). Trovato 
X si descriva sopra questo lato un poligono simile al poligono pro- 
posto , ed il poligono descritto sopra X sarà il poligono richiesto. 11 
che bisognava fare- 

PROPOSIZIONE levili PROBLEMA. 

3a3, Costruire un poligono simile al poligono P, ed equivalente 
al poligono Q ( fig. 72 ), 

Sol. Potendosi ogni poligono trasformare in un triangolo equiva- 
lente ( n° 267 ) , ed ogni triangolo in un quadralo equivalente ( n° 
3 16 ), ne segue che i poligoni dati si possono trasformare in due qua- 
drati equivalenti. Sia M il lato del quadrato equivalente al poligono 
P, ed N il lato del quadrato equivalente al poligono Q. Alle tre 
rette M, IV, AB si trovi la quarta proporzionale CD. Sopra CD omo- 
logo al lato AB del poligono P si descriva un poligono R simile a 
P. Dico che il poligono R sarà equivalente al poligono Q. 

Infatti, essendo proporzionali le linee M . N, AB, CD , sarà ( n° 
325 ), il quadrato di AI al quadrato di IV come il quadrato di AB 
al quadrato di CD, ovvero come il poligono Pai poligono R , poi- 
ché i poligoni simili stanno come i quadrati de’ lati omologhi. Dun- 
que si avrà 

P-R. 

Or in questa proporzione gli antecedenti sono uguali, perchè il poli- 
gono P è equivalente al quadrato fatto sopra AI, dunque ancora i 
conseguenti saranno uguali, cioè sarà il poligono R equivalente al 
quadrato fatto sopra N, ovvero al poligono Q. Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XCII PROBLEMA- 

3a4- Trovare due linee il cui rapporto sia uguale al rapporto 
di due quadrati dati ( Cg. 56 ). 

* 

Sol. Si pongano nd angoli retti i Iati AB , AC dei due quadrati 
dati, si cougiuuga il punto B col punto C, e si abbassi dal vertice 
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A dell’angolo rello la perpendicolare AD sopra l'ipotenusa BC : i 
due segmenti BD, DC di questa ipotenusa saranno le linee richieste. 

Infatti, si è dimostrato ( n° 3o4 ) che nel triangolo rettangolo i 
quadrati dei cateti stanno fra loro come i segmenti adiacenti dell’i- 
potenusn. Il che bisognava fare. 

325. Scolio /. Il problema precedente si potrebbe ancora risolve- 
re in un altro modo , cioè con trovare la terza proporzionale, che 
chiameremo P, in ordine ai lati AB, AC dei due quadrati dati. 

Infatti essendo le rette AB, AC, P continuameli le proporzionali , 
la prima AB starà alla terza Scoine il quadrato di AB al quadrato 
di AC ( ii* a3o ). 

'.i di. Scoli o II. Potendosi un poligono qualunque trasformare in 
un quadrato equivalente, si compì ende facilmente che con la costru- 
zione sopraddetta potrebbero trovarsi due linee il cui rapporto fosse 
uguale al rapporto di due poligoni qualunque (*). 

CAPITOLO XIII. 

* DELLE PROPRIETÀ’ DEL CERCHIO. 

327 . Il cerchio considerato in se stesso non presenta altra pro- 
prietà se non quella inerente alla sua definizione; proprietà la qu«- 
le offre il mezzo di determinare con la legge di continuità una serie 
di punti equidistanti da un punto dato, e cioè bastato per la costru- 
zione di tulli i problemi precedentemente risoluti, Ma se il cerchio 
si considera nel suo incontro colla linea retta, si vedranno nascere 
proprietà importantissime, che vengono ad esso comunicale dalle 
ligure rettilinee risultanti dalle sue intersezioui con lince rotte varia- 
mente situate Lo studio delle proprietà del cerchio sotto questo a- 
spetlo merita la più grande atlenzione; dappoiché la linea retta è il - 
termine di paragone delle linee curve, senza del quale non si potreb- 
bero conoscere le affezioni di qualsisia curva. 

3‘a 8. Negli elementi di Geometria si espongono soltanto le pro- 
prietà più comuni del cerchio. Di queste andiamo ora ad occuparci; 
ma prima di esporle convien premettere le due seguenti definizioni: 

i°. Segmento di cerchio è la figura compresa fra l’arco e la corda. 

2 0 . Settore c la figura compresa fra un arco e i due raggi con- 
dotti all'estremità di esso. 

32y. È facile vedere che ad uua medesima corda AB ( fìg. 74 ) 



(*) La riduzione del rapporto di due poligoni qualunque a quello di due 
linee è uno dei più belli risul lamenti, ohe si possono ottenere dalla geome- 
tria. Ma questo ristiHomcnto resterebbe nel campo della speculazione se 
mancasse il mezzo di esprimere il rapporto di duo linee in numeri o esatta- 
mente o per approssimazione, secondo che le dette lineo sono commensura- 
bili. o incommensurabili. Ciò lucrila di essere osservato ; dappoiché la geo- 
metria deve servire olle applica/ioni , e non già ad alimentare una sterile 
contemplazione. 

1 1 
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corrispondono due archi ADB, AECB, e per conseguenza due seg- 
menti; ma nelle seguenti proposizioni s’intende sempre parlare del 
più piccolo, purché uon si avverta il contrario. 

PROPOSIZIONE C TEOREM A. 

33 0. Una linea retta non può incontrare la circonferenza di un 
cerchio in piti di due punti ( Gg. 7.4 ). 

Dim. Imperocché se una linea retta potesse incontrare la circon- 
ferenza in tre punti A , B. C tirando i raggi OA. OB. OC, vi sareb- 
bero tre rette uguali condotte da uno stesso punto 0 sopra una me- 
desima linea retta ABC-, il che è impossibile ( n° 119). Dunque una 
linea rette non può incontrare la circonferenza in più di due punti. 
11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CI TEOREM A. 

33 1 . Oyni diametro divide il cerchio , e la sua circonferenza in 
due parti uguali ( Gg. 74 )• 

Dim. Sia AC uu diametro qualunque. Si applichi la Ggura misti- 
linea AEC sopra la Ggura ABC. conservando la base comune AC ; 
è manifesto che la liuea curva AEC dovrà coincidere colla linea cur- 
va ABC , altrimenti onell'una o nell’altra vi sarebbero punti non u- 
gualmente distanti dal centro 0 , il che non può essere. Dunque il 
diametro divide il cerchio, e la sua circonferenza iu due parti ugua- 
li. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CII TEOREMA. 

332 . Ogni corda è minore del diametro ( Gg. 74 )• 

Dim. Sia AB una corda qualunque; per una delle sue estremità 
A si tiri il diametro AC, poi si conduca il raggio OB. Nel triangolo 
AOB jl lato AB è minore della somma degli altri due OA, OB, ma 
la somma di questi due raggi è uguale al diametro AC-, dunque ogni 
corda è minore del diametro. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CHI TEOREMA. 

333 . In un medesimo cerchio, oin cerchi uguali , gli archi uguali 
sono sottesi da corde uguali-, reciprocamente le corde uguali sot- 
tendono archi uguali ( fig. 75 ). 

' 

Dim. Sia l’arco AMD uguale all’arco ENG ; dico che la corda 
AD sarà uguale alla corda EG. 

Perocché essendo uguali i due cerchi, soprapponendo il diametro 
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AB al diamelro EF, la semicirconferenza AMDB coinciderà colla 

semicirconferenza ENGF, e l'arco AMD eoo 1’ arco ENG , ed il 
plinto D col punto G; onde la corda AD^ark uguale alla corda EG. 

Reciprocamente se la corda AD è uguale ad EG , sarà 1* arco 
AMD uguale all’arco ENG. Imperocché tirando i raggi CD, OG , 
i due triangoli ACD, EOG avranno i tre lati respettivamente uguali 
e per conseguenza saranno uguali. Laonde applicando il semicerchio 
AuB sul semicerchio EGF, l'angolo ACD caderà sul suo uguale 
EOG ; e però l’arco AMD coinciderà evidentemente con l’arco ENG. 
Il che bisognava dimostrare. 

334. Corollario La dimostrazione precedente fa conoscere chia- 
ramente che, quando due archt d un medesimi cerchio , o di cerchi 
uguali, sono uguali ; 

i°. gli angoli ai centri ACD , EOG sono uguali , e reciproca- 

metile-, 

a°. i settori AMDC, ENGO, ed i segmenti AM Dm, ENGn sono 
anche uguali. ■' 



PROPOSIZIONE CIV TEOREMA. 

335. In un medesimo cerchio, 0 in cerchi uguali, il maggiore dì 
due archi è sotteso da una corda maggiore, e reciprocamente , pur- 
ché i detti archi sieno minori di una semicirconferenza ( fìg. 75 ). 

Dim. Sia l’arco All maggiore dell’arco AD\ dico che la corda Alt 
è maggiore della corda AD. Infatti tirando i raggi CD , CH , si a- 
vranno i due triangoli ACH, ACD, ne’quali i due lati AC, CH sono 
uguali a’due lati AC, CD ; ma l'angolo AGII è maggiore dell’angolo 
ACD ; perciò ( n° 90 ) sarà il terzo lato All maggiore del terzo 
lato AD. 

Reciprocamente, se la corda All è maggiore della corda AD , si 
couchiuderà per mezzo degli stessi triangoli ACH, ACD che l’ango- 
lo ACH è maggiore dell’ angolo ACD ( »° 91 )- r e per conseguenza 
sarà l’arco AH maggiore dell'arco AD. 

336. Scolio. Si è supposto che gli archi dati fossero minori della 
semicirconferenza ; poiché è manifesto che se fossero maggiori a* 
vrebbe luogo la proprietà contraria. 

PROPOSIZIONE CV — TEOREMA. - 

33j. Il raggio perpendicolare ad una corda divide latito questa 
corda, quanto l'arco sotteso in due parti uguali ( fig. 76 ). 

Dim. Sia il raggio CG perpendicolare alla corda AB, e si condu- < 
cano i raggi CA, CB, come pure le corde AG, BG. 

Essendo retti gli angoli formati intorno al punto D , i triangoli 
ADC, DCB, AÙG, BDG saranno rettangoli. Ora ne’ due primi il 
cateto CD è comune, e la ipotenusa CA = CB come raggi, dunque 
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l’altro calcio AD sarà uguale a DB (ii°3o 2) ; e però la corda AB ò 
divisa in di|« parli uguali nel punto D. Parimente negli altri due 
triangoli essendo il- calcio AD=DB , ed il calelo DG comune, sarà 
la ipotenusa AG — GJÌ. ossia la corda AG uguale alla corda GB ; 
ma corde uguali sottendono ardii uguali ( n° 333) , dunque l'arco 
AG-=aGB e per conseguenza l’arco AGB rimane diviso per metà nel 
punto G. Il che bisognava dimostrare. 

338. Scolio. Dalla dimostrazione precedente risulla manifesto 
che il centro, il punto dimezzo d un arco; ed il punto dimezzo del- 
la sua corda si trovano sapra una medesima linea retta perpendi- 
colare ad essa corda. Ma, bastano due punti per determinare la po- 
sizione di una linea retta; dunque ogni linea retta che passa per due 
dei tre punti accennali passerà necessariamente anche pel terzo , e 
sarà perpendicolare alla corda. 

• • PROPOSIZIONE evi — TEOREMA. « 

' 33<). Due corde uguali sono ugualmente distanti dal centro , e di 
due corde disuguali la minore è la più distante dal centro (tig. 77 ). 

Dim. t°. Sieno le corde AB, DE uguali; si abbassino dal centro 
le perpendicolari CE, CG , e si conducano i raggi CA, CD. 

Ne'lrijingoli rettangoli CAE. DCG, lo ipotenuse CA, CD sono u- 
guali come raggi di un medesimo cerchio: parimente i cateti AI ' 1 , 
DG sono uguali come metà «Ielle corde uguali AB, DE ( n" 307 ) ; 
dunque gli altri due cateti CE, CG saranno uguali ( ii“3o 2 ), e pe- 
rò le corde uguali AB, DE sono equidistanti dal centro. 

2 0 . Sia ora la corda AH maggiore della corda DE\ dovrà essere 
l’arco ANI! maggiore dell’arco DM E ( n°333) : si prenda dunque 
sull’arco A. MI la parte AN B = D.ÌIE, si tiri la corda AB, e si ab- 
bassino le perpendicolari CE, CI sulle corde AB, All. 

La perpendicolare CI è minore dell’obliqua CO( n° 117) , ed a 
più forte ragione sarà miuore della perpendicolare CF\ ma questa è 
uguale a CG, dunque sarà CI minore di CG\ e per conseguenza d» 
due corde disuguali la miuore è la più distante dal centro. 11 che bi- 
sognava dimostrare. 

e 

Della misura degli angoli. 

34o. Analogamente a quanto abbiam detto nel § 334 per un caso 
particolare, si chiama in gonerale angolo al centro ogni angolo che 
ha il vertice nel centro di un cerchio , cd è perciò formato da due 
raggi. Si dirà poi angolo iscritto quello il cui vertice è alla circon- 
ferenza ed è formato da due corde. Passiamo ad occuparci della mi- 
sura di queste due specie di angoli. 
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PROPOSIZIONE CVII TEOREMA. 

34i. In un medesimo cerchio, o in cerchi uguali , gli angoli al 
centro stanno fra loro come gli archi compresi fra i loro lati. (fig. 
78). ' ' - > ' 

Dim. Sieno gli angoli al centro ACB, ACD ; dico che stanno fra 
loro come gli archi AB, AD. 

Imperocché, supponendo primieramente che gli angoli sieno com- 
mensurabili, e che la loro comune misura K portata ripetutamente 
su gli angoli ACB , ACD sia contenuta m volle uel primo ed » volte 
nel secondo, è manifesto ( d° 334 ) che anche l’arco AB rimarrà di- 
viso in m parti uguali, e l’arco AD in n parli uguali, onde l'angolo 
ACB starà all’angolo ACD come l’arco AB all’arco AD. 

Che se poi gli angoli ACB. ACD fossero incommensurabili fra lo- 
ro, -la proposizione precedente sussisterebbe in egual modo. Infatti 
si faccia l’angolo ACD 1 uguale all’angolo ACD , e si supponga che 
la ragione dei due angoli ACB , ACD 1 in luogo di equivalere a quel- 
la degli archi slB, AD* equivalga a quella degli archi AB. AQ, es- 
sendo AO maggiore di AD 1 . Qualunque differenza passi fra AO, ed 
AD 1 , è chiaro che si potrà sempre dividere l’arco AB continuamen- 
te per metà fino ad avere parli così piccole che una almeno delle 
divisioni cada in qualche punto fra Ù ed 0. In tal caso condotto il 
raggio CI, gli àngoli ACB, ACI e gli archi compresi AB , AI sa- 
ranno respeltivamenle commensurabili, onde si potrà stabilire la pro- 
porzione 

ACB : ACI . : AB : AI. 

Ma per ipotesi si ha 

ACB : ACD 1 \\ AB : AO, 

dunque essendo in queste due proporzioni gli antecedenti uguali, si 
avrebbe (n° 21 5 ) fra i conscguenti la proporzione 
ACI : ACD 1 II Al: AO, 

la quale è insussistente, poiché l’antecedente ACI c maggiore del 
conseguente ACD 1 , mentre l’altro antecedente AI è minore del con- 
seguente AO. Nello stesso modo si ragionerebbe se l’arco AO si sup- 
ponesse minore dell’arco AH-, dunque dovrà essergli eguale, e però 
in tutti i casi gli angoli al centro di cerchi uguali stanno come gli 
archi compresi fra i loro lati. Il che bisognava dimostrare. 

34a. Scolto. La divisione dell’arco AB in due parti uguali non 
può produrre alcuna difficoltà; poiché da una parte sappiamo divi- 
dere un angolo dato ACB in due parti uguali ( n° 101 ); e dall’altra 
si è dimostralo (n° 334) che angoli al centro uguali intercettano 
sulla circonferenza archi Uguali. 

PROPOSIZIONE CVI1I TEOREMA. 

343. L'angolo al centro ha per misura I arco compreso tra i 
suoi lati ( lig. 78 ). 
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Dim. Dalle nozioni generali date nel ( n° a 3 a ) intorno alla initù- 
ra delle quantità si desume che per misurare un angolo qualunque 
basta trovare il suo rapporto ad un angolo conosciuto preso per uni- 
tà di misura; e siccome l’angolo retto è invariabile, così esso è stato 
prescelto per unità di misura degli augoli, onde volendosi misurare 
l’angolo al centro ACD, la qoistione si riduce a trovare il suo rap- 
porto coll'angolo reti». Ma da un’altra parte l’arco di cerchio com- 
preso fra i lati d’un angolo rotto , che ha il vertice al centro d’ un 
cerchio, essendo la quarta parte della circonferenza, o un quadrati- 
le, si avrà pel teorema precedente. 

Angolo ACD : Angolo Hello \ ; Arco AD : i Quadrante : 

dalla quale proporzione si deduce che il numero, da cui viene espres- 
so il rapporto dell’arco AD al quadrante, esprime ancora il rapporto 
dell’angolo ACD all’angolo retto ; e perciò si dice che ' 1 ’ angolo al 
centro ha per misura l’arco compreso fra i suoi lati. 11 che bisognava 
dimostrare. 

34 |. Scolio. Da ciò ebe precede apparisce chiaramente che quan- 
tunque la misura degli angoli per mezzo degli archi di cerchio sia 
in certo modo indiretta, pure è facile ottenere col loro mezzo la mi- 
sura diretta ed assoluta. Infatti se si paragona 1 ’ arco che serve di 
misura ad un angolo dato col quadrante, si avrà il rapporto dell’an. 
golo accennato all’angolo retto; vale a dire si avrà la misura assolu- 
ta dell'angolo. E stata preferita la mi-ura indiretta alla misura asso- 
luta, perchè la prima riesce più comoda nella pratica. 

PROPOSIZIONE C1I TEOREMA. 

■ 345 . L'angolo iscritto ha per misura la metà deir arco compreso 
fra i suoi lati ( fig. 79 ). 

Dim. Sia l’angolo iscritto BAD\ dico che avrà per misura la metà 
dell’arco BD compreso fra i suoi lati. 

Supponiamo in primo luogo che il centro Cldel cerchio sia situalo 
sopra uno de’ lati AD, e si conduca il raggio OB. L’ angolo BOD, 
esterno al triangolo BAO , è uguale 'alla somma dei due iuterni op- 
posti OAB, ABO ( n° 107 ): ma il triangolo ABO essendo isoscele si 
ha l'angolo OAB uguale all’angolo ABO\ dunque l’angolo BOD è 
doppio dell’angolo BAD. Ora l’angolo BOD come angolo al centro 
Ita per misura l’arco BD ; dunque I’ angolo HAD avrà per misura 
la metà dell’arco BD. 

Supponiamo in secondo luogt che il centro cada dentro l’angolo 
BAD ( fig. 80 ): si tirino il diametro AE , ed i raggi OB OD. Per 
la dimostrazione precedente sarà l’angolo BOE doppio dell’ angolo 
BAO, e l’angolo DOE doppio dell’angolo DAO ; per conseguenza 
l’augolo al centro BOD sarà doppio dell’angolo iscritto BAD ■ Laon- 
de anche in questo caso l’angolo iscritto ha per misura la metà del- 
l’arco compreso fra i suoi lati. 
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Finalmente supponiamo che il centro 0 cada fuori dell’angolo 
BAD ( fig. 81 ): si tiri il diametro AE. L’angolo BAE ha per mi- 
sura la metà dell’arco BE\ parimente l’angolo DAE ha per misura 
la metà dell’arco DE\ dunque l’angolo BAD ; che è la differenza dei 
due angoli, accennati, avrà per misura la metà dell’arco BD , diffe- 
renza degli archi BE, DE. Quindi in tutti i casi l'angolo iscritto ha 
per misura la metà dell’arco compreso fra i suoi iati. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

346. Corollario /• Gli angoli AMB , ANB iscritti nel medesimo 
segmento AMNB ( fig. 82 ) sono uguali , perchè tutti hanno per 
misura la metà di un medesimo arco ACB. 

SI. Ogni angolo BAC ( Gg. 83 ) iscritto nel semicerchio è retto; 
stantechè ha per misura la metà della semicirconferenza BEC, ossia 
un quadrante. Questa importante verità è stata già dimostrata 
( n° 3i5 ) 

III. Ogni angolo AMB ( Gg. 82 ) iscritto iu un segmento mag 
giore del semicerchio è acuto, avendo esso per misura la metà'del- 
l’arco ACB minore della semicirconferenza. 

Al contrario ogni angolo ACB iscritto in un segmento minore del 
semicerchio è ottuso, perchè ha per misura la meta dell’arco AMB 
maggiore della semicirconferenza. 

IV. Gli angoli opposti ANB, ed ACB ( Gg. 82) di un quadri- 
latero, di cui i vertici Irovansi allogali sulla circonferenza, sono sup- 
plementari, cioè sono presi iusicme uguali a due retti ; perocché la 
somma dei due archi che misurano questi angoli è uguale alla semi- 
circonferenza. 

34.7. Scolio. L’angolo BAC (fig. 83 ) iscritto nel semicerchio 
essendo retto, il triangolò BAC è rettangolo; per conseguenza tutte 
le proprietà dimostrate ( n° 3o2 ) rispetto al triangolo rettangolo 
verranno comunicate al cerchio con un semplice cangiamento di no- 
mi: infatti il diametro BC rappresentando l’ipotenusa, eie corde AB 
AC dinotando i cateti , apparterranno al cerchio le proprietà se- 
guenti ; 

i°. La perpendicolare AD è media p-oporzìonale fra i due seg- 
menti BD, DC del diametro. 

a°. La corda AB è media proporzionale fra ti diametro BC ed il 
segmento adiacente BD. 

3°. I quadrati delle corde AB, AC stanno fra loro come ì segmen- 
ti adiacenti BD, DC. 

4°. Il quadrato del diametro BC sta al quadralo della corda AB, 
o AC come il diametro al segmento adiacente BD, o DC. 

. ‘ Delle tangenze delle, secanti del. cerchio. 

348. Una linea retta che ha un solo punto di comune colla cir- 
confenenza del cerchio dicesi tangente ; e questo punto comune chia- 
masi punto di contatto. 
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34g- Ogni retta elio taglia la circonferenza del cerchio; e clie è 
prolungata al di fuori dicesi secatile. 

PROPOSIZIONE CX — TEOREMA. 

350. La perpendicolare innalzala da un punto della circonferen- 
za del cerchio sul raggio che passa per questo punto, è una tangen- 
te del cerchio: reciprocamente ogni tangente è perpendicolare al 
raggio condotto al punto di contatto ( fig. 84 ). 

Dim. Sia BC perpendicolare al raggio AO\ dico che sarà tangen- 
te del cerchio EAD. Imperocché l’obliqua Oli condotta ad arbitrio 
dal centro sopra BC è maggiore della perpendicolare OA , o della 
sua uguale OD-, e però il punto B è fuori del cerchio, e la retta BC 
non avendo di comune colla circonferenza che il solo punto A sarà 
tangente del cerchio medesimo. 

Reciprocamente se BC tocca la circonferenza nel punto A. qua- 
lunque retta OB condotta dal centro 0 sopra BC avrà una parte DB 
fuori del cerchio, ecceituato soltanto il raggio OA\ per conseguenza 
la retta OA sarà la più corta di tutte le linee che dallo stesso punto 
O si possono condurre ad una medesima retta BC\ e però sarà per- 
pendicolare a BC (n® 117 ). Il che bisognava dimostrare. 

351. Corollario. La retta ^//essendo la sola perpendicolare che 
si possa innalzare sul raggio AO dal punto A, ne segue che per un 
dato punto della circonferenza non si può condurre che dna sola tan- 
gente. 

PROPOSIZIONE CXI TEOREMA- 

35a. L'angolo formato da una tangente e da una corda ha per 
misura la metà dell’arco compreso fra i suoi lati ( lig. 8 ò ). 

Dim. Al punto di contatto A si conduca il diametro^/). L’angolo 
BAD essendo retto ( n° 35o ) ha per misura la metà della semicir- 
conferenza ACD : parimente l’angolo iscritto CAD ha per misura la 
metà dell'arco CD, dunque l’angolo BAC , formato dalla tangente 
BA c dalla corda AC, che è la differenza de’due angoli BAD , CAD , 
avrà per misura la metà dell’arco AC, differenza degli archi ACD, 
e CD. 

Nello stesso modo si dimostra che l’angolo EAC, che è la somma 
degli angoli EAD, CAD, ha per misura la metà dell’ arco ANDC, 
Dunque l’angolo formato da una tangente e da una corda è misu- 
rato dalla metà dell’arco compreso fra i suoi lati. II che bisognava 
dimostrare. 



PROPOSIZIONE CXII TEOREMA. 

333. Gli archi intercetti in un medesimo cerchio, fra due secanti 
parallele, o fra una tangente ed una secante parallele, sorto uguali 
(fig. 80 ). 
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Dirti. Sieno le secali li BC, DE, e la tangenle FG , e si conduca 
il raggio OA. Essendo OA perpendicolare ad FG , lo sarà ancora 
alle secanti BC, DE ( n° ^5 ) ; laonde ( n° 33^ ) dividerà in due 
parti ugnali gli archi BAC, e DAE. Per- conseguenza se dagli archi 
AB, ed AC, uguali come metà dell’arco BAC. si tolgono gli archi 
AD, ed AE, uguali come metà dell’arco DAE . resterà l’arco BD 
uguale all’arco CE ; il che prova la prima parte del teorema: 1’ u- 
guaglianza degli archi AB ed AC prova la seconda. Il che bisogna- 
va dimostrare. 



PROPOSIZIONE CX1II — TEOREMA. 

354- Ce parti di due corde , che si tagliano in un cerchio , sono 
reciprocamente proporzionali ( fig- 87 )• 

Dim. Le corde AB. CD si tagli.no nel punto 0; dico che si avrà 

ao: do:: CO: OB 

Imperocché, conducendo AC e BD si hanno i triangoli ACO, BOD, 
ne’quali gli angoli in 0 sono uguali come opposti al vertice, e l’au- 
golo A è ugnale all'angolo D, perchè iscritti iu un medesimo seg- 
mento ( n° 346 ); dunque questi triangoli sono simili ( u° 278 ) , ed 
i lati omologhi danno la proporzione 

AO : DO'.: CO. OB. 

Il che bisognava dimostrare. 

355. Corollario. Poiché in ogui proporzione il prodotto dei ter- 
mini estremi è uguale a quello dei medj ( n°ao2 ), si avrà 

AOxOB= DOxOC 

vale a dire che se due corde si tagliano, il rettangolo compreso fra 
le due parli del luna è equivalente al rettangolo compreso fra le 
due parli dell' altra. 

PROPOSIZIONE CXIV TEOREMA. 

356. Due secanti che partono da un punto preso fuori del cer- 
chio, e terminano alla parte concava della cit conferenza, sono re- 
ciprocamente proporzionali alle loro parli esterne (fig. 88 ). 

Dim. Sieno le due secanti OB, OC condotte -dal punto 0 \ dico 
che si avrà 

OB : OC : : OD : OA. 

Infatti tirando AC, e BD, i triangoli OAC, OBD hanno l’angolo 0 
comune, e gli angoli B e C uguali come iscritti nello stesso segmen- 
to ABCD ( n° 34.6 ); dunque questi triangoli sono simili, ed i lati 0- 
niologhi danno la proporzione 

OB : OC I: OD : OA. 

Il che bisognava dimostrare. 

35 7. Corollario. Dalla precedente proporzione si deduce cita 

OBxOA= OCX OD, 

• 1 * 
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«tei i rettangoli di due secatili nelle loro parti t sterne sotto «fuiva- 
lenti. 

358. Seolio. Le due proposizioni precedenti possono essere riu- 
nite in una sola, che si enuncia così : se due secanti s incontrano 
dentro o fuori del cerchio, le quattro parti di esse, che sono com- 
prese fra il punto d'incontro e la circonferenza , sono reciproca- 
mente proporzionali. 

f 

PROPOSIZIONI CXV —• TEOREMA. 

35g. Se da un punto preso fuori del cerchio si conduce una tan- 
gente, ed una secante, la tangente sarà media proporzionale fra la 
secante e la sua parte esterna ( fig. 89 ). 

Dim. Dal punto 0 si conduca la tangente OA, e la secante OC ; 
dico che si avrà 

OC : OA : : OA : OD. 

Imperocché, tirando le corde AD. AC risulteranno i triangoli OAD, 
OÀC l ne’quali l’angolo 0 è comune ad ambidue , e 1’ angolo OAD 
formato da una tangente e da uba corda, è uguale all’angolo C'iscrit- 
to nel segmento alterno ACD , perchè tutti due hanno per misura la 
metà di un medesimo arco AD ; dunque i due triangoli sono simili, 
e si ha la proporzione 

OC : OA ; ; OA : OD. 

Il che bisognava dimostrare. 

360. Corollario- Poiché in una proporzione continua ( n° 2 o 3 ), 
il prodotto de’termini estremi è uguale al quadrato del termine me- 
dio, si avrà 

OCxOD=OA\, 

vale a dire che il quadrato della tangente è equivalente alrettango- 
lo della secante nella sua parte esterna. E si osservi che questa pro- 
posizione è un caso particolare della precedente, nel quale una del- 
le secanti, divenendo tangente, si confonde cón la sua parte esterna, 
ed il rettangolo si cambia in quadralo. 

Delle intersezioni é de' contatti de’ cerchi. 

PROPOSIZIONE CXVI TIfOREMJl. 

36 1 . Per tre punti dati non disposti in linea retta può sempre 
passare una circonferenza ( fig. 90 ). 

Dim. Sieno i tre punti dati A, B, C. Si uniscano colle rette AB , 
BC, le quali si dividano per metà ne’punti D , F ,■ e s’inualzino le 
perpendicolari DE, FG ; queste dovranno incontrarsi in un punto 
O, perchè se si tiri la DF, la somma degli angoli ODF, OFD risul- 
ta minore di due retti (n° 7 i ). Infatti ciascuno di questi angoli è 
minore di un retto ; poiché il primo è parte dell’angolo retto ODB , 
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«d il secondo dell' angolo retto OFB. Or essendo AD = DB, le 
oblique OA, OB sono Uguali (n° 117 ) , e similmente si dimostra 
che OB=z OC ; dunque la circonferenza descritta col centro in O 
e col raggio OA passerà peri tre punti dati. Il che bisognava dimo- 
strare. , ... 

362. Scolio. E facile vedere che una sola circonferenza può pas- 
sare per i tre punti A , B. C, cioè quelia determinala dalla costru- 
zione precedente. Perocché, se potesse passarvi una seconda circon- 
ferenza. il suo centro dovrebbe sempre trovarsi sulle perpendicolari 
DE, FG, altrimenti non potrebbe essere equidistante dai tre punti 
dati. Ma due rette non possono tagliarsi in più d’nn punto: dunque 
una è la circonferenza che può passare per (re punti dati. 

363. Corollario. Di qui si deduce che due circonferenze non ti 
postano intersecare in più di due punti. 

PROFQSIZIORE CXVII TEOREMA. 

364.. Se due cerchi iintersegano , la retta che passa per i centri 
è perpendicolare a quella che unisce i due punti d' inter sezione , « 
la divide per vietò ( fig. 92 ). 

Dim. Imperocché, se pel punto di mezzo I della retta CD che u- 
nisce i due punti d’intersezione, ed è corda comune ai due cerchi , 
s’innalzi sulla corda medesima una perpendicolare , questa dovrà 
passare per i centri A e B ( n° 338 ). Ma due punti determinano la 
posizione di una linea retta; dunque, viceversa, la retta AB che ti- 
uisce i due centri è perpendicolare alla corda CD , e la divide per 
mezzo. Il che bisognava dimostrare. 

365. Scolio. Se due cerchi si tagliano, dovrà dunque aver luogo 
un triangolo ACB fra ciascun punto d’ intersezione e i due centri. 
Ciò premesso, supponiamo che uno de’raggi AC sia maggiore del- 
l’altro CB. E poiché in ogni triangolo un lato é minore della som- 
ma degli altri due, sarà AB minore di AC -\- CB. Per la stessa ra- 
gione AB -t- BC è maggiore di AC , e togliendo di comune BC , ri- 
sulterà AB maggiore di AC — BC. Dunque 

Se due cerchi s’ in ter segano, la distanza de' centri è minore della 
somma de' raggi, e maggiore della loro differenza. 

PROPOSIZIONE CXVIII TEOREMA. 

366. Se la distanza decentri di due cerchi è uguale alla somma 
o alla differenza de'raggi, le loro circonferenze avranno un solo 
punto comune. 

Dim. 1. Supponiamo che la distanza AB ( fig. g3 ) de’ centri sia 
uguale alla somma de’raggi AC, CB. E evidente che le due circon- 
ferenze avranno il punto C comune; dico ora che nort potranno a- 
verne un altro. Infatti, sia JV un punto qualunque delia circonferes- 
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m AC , e si unisca questo punto con i centri A, B; ne risulterà •' 
triangolo A AB, in cui si avrà A lì -4- AB maggiore di AB- Laonde 
togliendo da una parte AA, c dall'altra la sua uguale AC, resterà 
AB maggiore di BC, e per conseguenza il punto A si troverà fuori 
del cerchio CL. 

9. Se la distanza de’ccntri AB ( fig. 9Ì ) è uguale, alla differen- 
za de’ raggi AC, CB. è evidente che il punto C è comune alle due 
eircontcreuze; uè vi potrà essere altro punto comune. Perocché, sia 
A un punto ((ualuuque della circonferenza CA, unendolo cou i cen- 
tri si avrà il triangolo A AB, in cui AB-\~ BN è maggiore di AA , 
ossia di AC-. e togliendo di comune AB , resterà BN maggiore di 
BC, per cui il putito A si troverà fuori del cereitio CL. Dunque in 
ambedue i ca i mentovati le due circonferenze hanno il solo punto C 
di comune. Il clic bisognava dimostrare. 

3 67. Scolio. La posizione di due cerchi considerata iu questo teo- 
rema è tale c!te, oltre al punto di comune che essi hanno, sono uno 
tutto fuori dell’altro, o uno lutto dentro dell’altro, siccome si è di- 
mostrato. Questo fatto si enuncia allorché si dice che due cerchi s'in- 
contrano c non si segano ; nè due circopfereuze potrebbero incon- 
trarsi e non segarsi avendo più d’un punto di comune. Imperocché 
se ciò potesse accadere, bisognerebbe supporre che le circonferenze, 
insieme ai due puuti supposti comuni, avessero comune anche l’ar- 
co compreso fra quei due punti ed allora avrebbero tre ed anche più 
ponti di comune e si confonderebbero in una sola ( u° 36a ). Potreb- 
be, è vero, supporsi elle le due circonferenze fossero disposte come 
nella Og. g 5 , iu cui la liuea JIC de’contatli è uu diametro , o co- 
me uella fig. 96 , in cui la stessa linea de’contalti è una corda; ma 
l'impossibilità di questa supposizione risulta manifesta dalla seguente 
dimostrazione che si applica ad ambedue i casi. Rappresentino A, e 
B i ceulri de’cerchi; si uniscano questi centri e si prolunghi la con- 
giungente sino alla circonferenza esterna. Nel triangolo ABC sarà 
il lato AC minore di AB-\-BC, e poiché BC = BD come raggi di un 
medesimo cerchio, cd AC— A E , per la stessa ragione, sarebbe A E 
minore di AB-^-BD-, il cite è assurdo. 

Dunque due circonferenze s incontrano e non si segano quando 
hanno un sol punto di comune. In questa circostanza si dice che le 
ciconferenze si toccano ; e da qui nasce la definizione che , due cir- 
conferenze si toccano quando hanno un solo punto di comune , il 
quale si chiama punto di contatto, 0 contatto. 

/ 

PROPOSIZIONE CXIX— TEOREMA . 

368 . Se due cerchi si toccano, la retta che passa per i centri , 
passerà ancora pel punto di contatto. 

Dim. 1. Imperocché, sei cerchi si toccauo esternamente (fig 97); 
ed il punto di contatto C esistesse fuori della linea AB che passa per 
i centri A, e B, si potrebbe formare il triangolo ABC, in cui la som- 
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ma dei due tali o raggi AC, CB sarebbe minore del terzo lato AB 
composto dei due raggi e di uno spazio intermedio; il che è assurdo. 

a. Se i cerchi si toccano internamente ( fìg. 98 ), ed il punto di 
contatto C si trovasse fuori della linea AE che passa per i centri A , 
e B si formerebbe il triangolo ABC , in cui la somma di due lati 
sarebbe minore del terzo. Infatti, EB 4- BA = AC\ ma BC , ovvero 
BO. è minore di BE, dunque BC BA sarà minore di AC ; il che 
è assurdo, essendo due lati di un triangolo presi insieme maggiori del 
terzo lato. Il che bisognava dimostrare. 

36 g. Corollario I ■ Di qui si deduce che, se due cerchi si tocca- 
no la distanza dei centri è uguale alla somma , o alla differenza 
de raggi , secondo che i cerchi si toccano esiernamente , o interna- 
mente. 

370. Corollario II. Se due circonferenze non hanno alcun punto 
comune, sono interamente separate l’una dall’altra, potendo però es- 
ser situate una fuori dell’altea, o una dentro l’altra. Quindi nel pri- 
mo caso la distanza de’centri è maggiore della somma de’ raggi , e 
nel secondo minore della loro differenza. 

371. Scolio. Dalle cose fin qui dimostrate risulta manifesto cho 
tutti i cerchi ( fìg. 9$. ), i quali hanno i loro centri sulla linea AB, 
e passano pel punto C. sono tangenti l’uno all’altro, vale a dire han- 
no il solo punto C comune. Inoltre , se per questo punto s’ innalzi 
sopra AB la perpendicolare DF , questa sarà tangente comune a 
tulli quei cerchi- Ma quantunque tra l’arco Ci\ e la tangente DF 
si possa far passare una infinità di circonferenze diverse, pure non 
vi si può condurre alcuna linea retta; dappoiché in tal caso vi sareb- 
bero nel punto C due tangenti, il che è assurdo ( n° 35 i ). Quindi 
X angolo del contatto, cioè l’angolo DCN formato dall’arco e dalla 
tangente, è minore di qualunque angolo rettilineo dato, per quanto 
piccolo si voglia supporre- 

PROPOSIZIONE CIX TEOREMA. 

372. Se la distanza decentri di due cerchi è minore della som- 
ma de'raggi, e maggiore della loro differenza , i cerchi si taglie- 
ranno. 

Dim. Perocché, se si toccassero, sarebbe la distanza de’centri u- 
guale alla somma o alla differenza de’raggi; e se non avessero alcun 
punto comune, sarebbe la medesima distanza maggiore della somma 
« minore della differenza de’raggi, contro la supposizione in ambe- 
due i casi. Quindi i cerchi devono tagliarsi. Il che bisognava dimo- 
strare. 

373. Scolio- Riassumendo il fin qui detto si conchiude, che due 
circonferenze possono avere tre punti di comune , e si confondono in 
una sola; due punti di comune , e si segano ; un sol punto di co- 
mune , e si toccano ; finalmente nessun pentodi comune, ed allora 
sono iulierainenle separate , ed una è fuori dell’altra , o una den- 
tro l’ altra. 



g4 sano»! piuma 

La situazione rispettiva di due eircon ferente che non si confondo- 
no dipende dalla distanza de’ loro centri ; essa è minore della somma 
de’ raggi e maggiore delta loro differenza nel caso dell’intersezione; 
eguaglia quella somma o quella differenza nel caso del contatto o- 
slerno o interno ; e quando i due cerchi non si segano nè si toccano 
la distanza de’ centri è maggiore della somma o minore della diffe- 
renza de* raggi , secondo che i due cerchi sono fuori uno dell’ altro 
o l’uno dentro l’altro. In questa ultima supposizione la distanza de’ 
centri potrebbe anche esser nulla , ed allora i due cerchi avendo lo 
stesso centro diconsi concentrici. 

11 progresso che si manifesta nella distanza de' centri , passando- 
da una alt’ altra delle indicate posizioni di due cerchi , fa vedere che 
l’intersezione di due circonferenze può cambiarsi in contatto facen- 
do crescere o facendo diminuire la distanza de’ centri con trasporta- 
re uno di essi centri lungo la perpendicolare inalzata dal mezzo del- 
la eorda che unisce i due punti d’ intersezione. Nel movimento , 
questi due punti andranno man mano accostandosi fra loro finché 
caderanno sulla linea de’ centri confondendosi in un solo ; la corda 
che li unisce si annullerà e l’ inlersazione dei cerchi si cambierà in 
contatto , analogamente a ciò che si è osservato per la secante che 
si cambia in tangente (n° 36o). Questo passaggio dall’intersezione al 
contatto è la pruova più concludente della necessità di un unico pun- 
to di contatto ne’ cerchi ; mentre in altre curve i punti d’intersezio- 
ne essendo più di due , la loro riduzione al contatto non può dare un 
solo punto , come ne’cerchi. 

Applicazione delle proprietà precedenti ella risoluzione 
di alcuni problemi. 

37 4 - Problema I. Trovare il centro d’ un cérchio o il un arco 
dato ( fig. 90). 

Soluzione. Si prendano sulla circonferenza o sull’arco tre punii 
ad arbitrio A, li, C, si tirino le corde AB, BC, e per i punti di 
mezzo di queste s’ innalzino le perpendicolari DE, FG : il punto O 
de) loro incontro sarà il centro richiesto (n° 36 s). Il che bisognava 
fare. 

373. Problema II. Dividere un arco dato in due parli uguali 

( fìg. 76 ). 

Soluzione. Sia AGB l’arco dato. Si conduca la corda AB, e dal 
punto di mezzo D s’innalzi la perpendicolare DG\ questa dividerà 
J’ arco in due parli uguali ( n°337 ). Il che bisognava fare. 

376. Problema III. Per un punto dato condurre un tangente ad 
un cerchio. 

Soluzione. Se il punto dato A ( fìg. 8i ) è sulla circouferenza, si 
conduca il raggio AO, e su questo s’ innalzi la perpendicolare BC, 
che sarà (a tangente corcata (u° 35 o). 

Se il punto A ( fig. 99 ) è fuori del cerchio, si unisca questo pun- 
to col centro G, e sopra CA come diametro si descriva un cerchio 
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che taglierà il dato ne’punli D, ed E ; lilialmente si tirino le corde 
AD, AE, le quali saranno ambedue tangenti al cerchio dato. 

Infatti , tirando le corde DC, CE, saranno rettigli angoli CDA , 
C E A, perchè ciascuno di essi è iscritto nel semicerchio. Laonde cia- 
scuna delle rette AD, AE, sarà perpendicolare all’estremità del rag- 
gio , e però tangente al cerchio (n° 35o ). Il che bisognava fare. 

377. Scolio. Le due tangenti AD, AE, sono uguali , perchè l’i- 
potenusa CA è comune a’ due triangoli CDA CEA , ed il cateto 
CD= CE. 

378. Problema IV . Sopra una retta data descrivere un segmen- 
to di cerchio capace di un angolo dato , vale a dire un segmento 
tale che gli angoli in esso iscritti sieno uguali all' angolo dato 
( fin. 82 ). 

Soluzione. Sia AB la retta data. Si faccia l’angolo ABF uguale 
all'angolo dato ; s'innalzi BO perpendicolare a BF, e GO perpeu- 
dicolare ad AB nel punto di mezzo G; il punto d’ incontro O sarà 
il centro , ed OB il raggio del cerchio richiesto. 

Infatti essendo EF tangente I angolo ABF avrà per misura la 
metà dell’arco ACB ( n°332 ) ; ma l’angolo AMB iscritto nel seg- 
mento alterno AMNB ha pure per misura la metà di quell’arco, 
dunque i due angoli sono uguali. Il che bisognava fare. 

379. Problema V. Dividere una retta data in media ed estrema 
ragione, vale a dire in due parti tuli che la maggiore sia media 
proporzionale tra la minore e la retta intera (lig 100). 

Soluzione. Sia AB la retta data. S’innalzi dal punto B la per- 
pendicolare BC uguale alla metà di AB-, col centro C, e col raggio 
CB si descriva un cerchio , e si unisca la rètta AC , che si pro- 
lunghi .in E. Filialmente si conduca la corda EB. ed a questa la 
parallela DF , la quale dividerà la retta data nel modo cercato. 

lufatti nel triangolo ABE essendosi tirata DF parallela ad EB 
si avrà (n° 271). 

AB : FB AE : DE) . 

FB : AF \\ DE- AD) w 

Inoltre essendo AB tangente, ed AE secante si ha ( n° 3S9 ) 
AE : AB ; ; AB : AD ; ma AB è uguale al diametro BE, perchè 
per costruzione AB è doppia del raggio BC , dunque 

AE : DE ; : DE : AD. 

Or se si paragoni questa proporzione con le dite (a) , si ve- 
drà che et-sc hanno una ragione comune ; e però sarà 
AB : FB ; ; FB : FA. Il che bisoguava fare. 

380. Problema VI. Costruire un triangolo essendo dati tre de 
suoi elementi , tra i quali vi sia almeno un lato. 

Soluzione. Questo problema geuerale ne abbraroia quattro parti- 
colari , diversi per la differente combinazione de’ dati. 

r. Siena dati i tre lati ( fig. 92 ). Si tiri una retta AB ugua- 
le ad uno di questi lati; indi col centro in A, e con un raggio 
uguale ad un altro lato -si descriva un cerchio : parimente col cen- 
tro in B , e con un raggio uguale al rimanente lato si descriva 
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un secondo cerchio clic taglierà il primo ne’ punii C , e D Fi- 
nalmente si conducano i faggi AC , tìC , c 'si avrà il -triangolo 
richiesto ABC. 

38 1 . Scolio. Dalle proprietà del triangolo ò manifesto che cia- 
scuno de' tre lati dev’ esser minore della somma degli altri due; 
e perciò con tre retlc prese ad arbitrio non sempre si può descri- 
vere nn triangolo. 

38» . s. Siena riali due angoli ed un lato ( fig. i o i ). Se i due an- 
goli sono adiacenti al lato dato , si condurrà una retta DE uguale 
a questo lato; indi si farà al punto D I angolo E DE ugnale ad 
uno degli angoli dati , ed al punto E l’angolo FED uguale all'an- 
golo rimanente; le rette DE, EF incontrandosi daranno il trian- 
golo cercalo. 

Se il lato dato dovesse essere opposto ad uno de’ due angoli 
dati , si tirerà AB uguale a quel lato ; si farà l’ angol i CAB u- 
guale all’angolo aditi ente al AB . e finalmente in no punto qua- 
lunque M della retta AC si costruirà l’angdn 4ML ugnale al- 
T altro angolo dato : la parallela BC ad ML dar.» it triangolo ri- 
chiesto ACB. Infatti , in virtù delle parallele l’angolo ACB—AML. 

383. Scolio. E chiaro die gli angoli dati presi insieme debbo- 
no essere minori di due retti, 

38 i- 3. Sieno dati due lati e l'angolo da enei compreso (fig.ioa). 

Si conduca una retta indefinita DF , ed al punto D si faccia 
l’angolo EDF uguale all’angolo dato; indi sopra DE, DF si 
prendano le parti D(ì , DH rispettivamente ugnali ai lati dati , 
e si tiri G B ; il triangolo DGH sarà quello elle si cèreava. 

385. 4. Sieno dati due lati ed un angolo opposto ad uno di 
essi (lig. to3). 

Sono da considerarsi due casi. 

ì .° Se l’angolo dato C è retto o ottuso, ed è opposto al la- 
to B, diesi suppone maggiore di A. lu tal casosi faccia fan, 
goto MDN — C , si prenda DE — A , indi col centro iti E , e 
con nn raggio = B si descriva un cerchio , che taglierà la ret- 
ta GN in due punti situati a parti contrarie del puuto D ; pe- 
rocché abbassando dal punto E sopra GN la perpendicolare EO , 
qui sta caderà nell’angolo acuto EDG , e vi saranno due oblique 
uguali EF , EG situate come nella figura , essendosi suppo la 
ED minore di EF , ovvero B Da questa costruzione si hanno 
dunque due triangoli EDF , EDG , ma solo il primo risolve il 
problema nel senso preciso dell’enunciato. 

E poi evidente che nel caso dell’angolo retto , si potrà prendere 
uno qualunque de' due triangoli EDF , EDG : e che se il lato 
opposto B fosse minore o uguale ad A , il problema sarebbe im- 
possibile pel caso dell’angolo retto, o ottuso. 

2 °. Se l’angolo C è acuto , ed il lato opposto .Eseguili ad es- 
ser maggiore di A, la costruzione precedente ha sempre luogo ; 
e qui pure si vede che si hanno due triangoli, dc’quali un solo 
soddisfà a tutte le condizioni del problema. 
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Ma se C è acuto , e B minore di A , in tal caso si faccia 
{ Gg. ioi ) l’angolo RKQ = C , si prenda K 1 — A\ indi eòi cen- ' 
tro in I, e con un raggio = 2? si descriva, un cerchio, il qua- 
le taglierà la reità KQ iu due punii L , P situati da una mede- 
sima parte deLpuuto K. Infatti, abbassando la perpendicolare IM 
è manifesto che vi : jdevono essere -due oblique uguali IL , IP si- 
tuale come nella bgura ; essendosi supposto IK maggiore di IL. 
Laonde si avranno due triangoli ILE, IPK, i quali soddisferan- 
no ambedue al problema proposto. 

386 . Scolio. Qualunque sia l’angolo C ( Gg. io 3 ), il proble- 
ma non potrà risolversi , .se il lato lì opposto all’angolo C fosse 
mitiore della perpendicolare EO abbassata daU’eslremilà E del lato 
adiacente sulla retta indeli itila GN. 

387. Problema VII. Sopra una reità data costruire un rettan- 
golo equivalente ad un .retiamolo dato ( (ig. 44 )• 

Ir, Soluzione. Sia EF la fetta data, ed ABCD il rettangolo dato. 

Si trovi una quarta proporzionale alle tre rette EF, AB , AD ; 
indi al punto E s'innalzi sopra EF la perpendicolare EH ugua- 
le alla quarta proporzionale accennala, e. si compia il rettangolo 
EFGH. Dico che questo rettangolo è equivalente al rettangolo 
proposto. Infatti essendo per costruzione 

EF : AB : : AD -. Eli, 

ne risulta EFxEII — ABX-dD , vale a dire il rettangolo EFGH 
è equivalente al ^rettangolo ABCD. Il che bisognava fare. 

388 . Scolio, È manifesto che con la stessa costruzione si può 
descrivere sopra una retta data un rettangolo equivalente ad un 
quadrato dato; in tal caso la retta EH sarebbe terza proporzio- 
nale alle duo rette EF , ed AB, che sarebbe il lato del quadrato. 

389. Problema Vili. Costruire un rettangolo che sia equiva- 
lente ad un quadrato dato C , e tale che i lati adiacenti di esso 
rettangolo facciano una somma data AB ( Gg. 91 ). 

Soluzione. Si divida AB in due parti uguali nel punto D\ in- 
di fatto centro in D e col raggio DA si descriva la circonferen- 
za ACB, Al punto A s’ iunalzi sul diametro AB la perpendicola- 
re AG , sulla quale si prenda una parte AE uguale al lato del 
quadralo dalo C , e dal puuto E si conduca la retta EF paral- 
lela al diametro AB. Finalmente dal punto F , ov$ la parallela 
incontra la circonferenza , si abbassi sul diametro la perpendico- 
lare FQ : dico che AQ , 0 QJÌ sono i lati adiacenti del rettan- 
golo cercalo. Infatti le rette AE , e FQ sono uguali come lati 
opposti del rettangolo EAQF\ di più la perpendicolare FQ è 
media proporzionale tra i due segmenti AQ, e QB del diame- 
tro (n° 34.7)1 dunque il rettangolo di AQ in QB è equivalente 
al quadrato di FQ, ovvero di AE , o in Gne al quadrato dato 
C. Da un’altra parte la somma delle rette AQ, e QB è uguale 
ad AB, dunque il rettangolo di AQ in QB è il rettangolo richie- 
sto. 11 che bisognava fare- . .• >a-, fuu hi •»!#« 

390. Scolio. È manifesto che se AE è uguale al raggio CD, 

i 3 
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la retta EF sarà una tangente al cerchio, ed il rettangolo ri- 
' chiesto sarebbe ADxDB, cioè un quadrato uguale al quadrato 
dato. Se poi AE è maggiore di CD, allora la parallela EF non 
incontra la circonferenza, ed il problema è impossibile. Dunque 
il problema è possibile quando il lato del quadrato non eccede 
il ràggio CD, ovvero la metà della retta data AB. 

391 . Problema IX. Trovare due rette che steno reciproca - 
mente proporzionali a due altre M , e N , e che facciano una 
somma data AB ( tìg. gì ). 

Soluzione. Questo problema riducesi al precedente. Infatti tra 
le due rette date si trovi una media proporzionale , indi sopra 
AB come diametro si descriva uua circonferenza, sulla tangente 
AG si prenda una parte AE uguale alla media proporzionale ac- 
cennata , e si prosegua la costruzione come nel problema prece- 
dente: le rette AQ, e QB saranno' le rette richieste. Perocché 
esseudo per costruzione il quadralo di FQ, o di A E uguale al 
rettangolo contenuto dalle rette date M , e N, ed essendo lo stes- 
so quadrato di A E uguale al rettangolo di AQ in QB , ne se- 
gue che AQX.QB—MX.N, ovvero le rette AQ, QB sono re- 
ciprocamente proporzionali alle rette Al, e N, e fanno la som- 
ma data AB. Il, che bisognava fare. 

3 gs. Scolio. È manifesto che con la stessa costruzione si po- 
trebbe dividere una retta dola AB in parti reciprocamente pro- 
porzionali a due rette date M, e N. 

3g3. Problema X. Costruire un rettangolo equivalente ad un 
quadrato dato Q , e tale che i lati adiacenti di esso rettangolo ab- 
biotto tra loro una differenza data ( lìg. ioo ). 

Soluzione. Sia CB la metà della differenza data. Fatto centro 
in C , e col raggio CB si descriva una circonferenza. All’ estre- 
mità del raggio CB si conduca la tangente BA, che si faccia u- 
guale al lato del quadrato proposto; indi si cougiuuga il punto 
A col centro C, e si prolunghi AC finché incontri la circonfe- 
renza nel punto E. Dico che AE, ed AD sono i lati adiacenti 
del rettangolo richiesto. Infatti il rettangolo di AE in AD è u- 
guale al quadrato di AB ( n° 35g ); ed oltre a ciò la differenza 
delle rette AE , AD è uguale a DE, ossia alla differenza data , 
poiché DE esseudo diametro è doppio del raggio CB, che è la 
metà della differenza data. Il che bisognava fare. 

3gf~ Scolio. È evidente che questo problema è sempre possi- 
bile. 

3g5. Problema XI. Trovare due rette che sieno reciprocamen- 
te proporzionali a due rette date M , e N , ed abbiano tra loro 
una differenza data ( lìg. 100 ). 

Soluzione. Questo problema riducesi al precedente. Infatti sia 
CB la metà della differenza data ; si descriva col centro in C , 
e. col raggio CB una circonferenza, indi si conduca la tangente 
AB, che sia uguale ad una media proporzionale tra le due rette 
date ài, e IV, finalmente si congiunga il punto A col punto C, 
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e si prolunghi AC in E: le rette AE , AD saranno le rette ri- 
chieste. Perocché da una parte il quadrato di AB è uguale al 
rettangolo di AE iti AD , e dall’altra parte lo stesso quadrato di 
AB è uguale al rettangolo compreso delle rette M , e N; quin- 
di sarà AExAD = MxN , ossia le rette AE, AD sono reci- 
procamente proporzionali alle due rette date M , e jV, ed hanno 
inoltre la differenza data DE, poiché DE è doppia di CB. Il che 
bisognava fare. 



CAPITOLO XIV. 

de’ POLIGONI ISCRITTI E CIRCOSCRITTI AL CERCHIO. 

3 g 6 . Un poligono dicesi iscritto nel cerchio, quando ciascuno 
de’ suoi angoli ha il vertice sulla circonferenza: in tal caso il cer- 
chio si dirà circoscritto al poligono. 

397. Un poligono è circoscritto al cerchio, se ciascuno dei 
suoi lati è tangente alla circonferenza; ed allora il cerchio si dirà 
iscritto nel poligono. 

3 g 8 . La teorica , che andiamo ad esporre, appartiene special- 
mente alla iscrizione e circoscrizione de' poligoni regolari al cerchio; 
e però giova ricordarsi che dicesi regolare ( n° 129) un poligo- 
no, quando è equilatero ed equiangolo. 

Vi sono poligoni regolari di ogni numero di lati. Il triangolo 
equilatero è quello di tre lati , ed il quadrato, quello di quattro. 

> 

PROPOSIZIONE CXXI TEOREMA» 

399. In ogni triangolo può iscriversi e ad ogni triangolo può 
circoscriversi un cerchio ( fig. io 5 ). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque ; si divida per mezzo 
l’angolo A con la retta AO ( n° 101 ), e l’angolo B colla retta 
BO , e dal punto d’incontro 0 delle due rette si abbassi la per- 
pendicolare OF sul lato AC; indi col centro in 0 , e col rag- 
gio OF si descriva un cerchio: dico che questo sarà iscritto nel 
triangolo. 

Infatti, si conduca OD perpendicolare ad AB , ed OE a BC. 
Ne’triangoli AOF, ADO gli angoli in F, e D sono retti , l’an- 
golo DAO— OAF per costruzione , ed il lato AO è c< mone, per- 
ciò saranno uguali i due triangoli, ( n° 88 ) , e si avrà OF = OD. 
Nello stesso modo si dimostra che OD=OE;, e quindi il cer- 
chio è iscritto nel triangolo. 

La seconda parte della proposizione è evidente , dappoiché per 
tre punti A, B, C non in linea retta , può sempre passare una 
circonferenza. Il, che bisognava dimostrare. 

4 00. Scolio, E facile vedere che lettre retto OA, OB, OC che 
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dividono per mezzo i tre angoli di un triangolo concorrono in un 
medesimo punto. •, > - > 

rROPOSIZIONE esili — TEOREM J. 

4 oi. Due poligoni regolari dun medesimo numero di lati so- 
no simili ( (ig. lofi). : 

Dim. Sieno ABD, abd due poligoni regolari d’nn medesimo 
numero di lati; dico che sino simili. Infatti, siccome il valore 
di un angolo di questi poligoni dipende dal numero de’ lati ( n° 
i3.|), che è Io stesso in ambedue, gli angoli di detti poligoni 
saranno uguali: da un’altra parte i lati sono proporzionali, per- 
che uguali in ciascun poligono; dunque i poligoni proposti sono 
simili ( u° 291 ). Il die bisognava dimostrare. 

4 * 02 . Cm ollario. I)i qui si deduce che i perimetri de poligoni 
regolari d' un medesimo numero di lati stanno come i lati omo- 
loghi, e le loro aje come i quadrati degli stessi lati ( n° 29 !) ). 

PROPOSIZIONE CTXIII — TEOREMA. 

4o3. Ad ogni poligono regolare può essere iscritto e circo- 
scritto un cerchio ( lig. 107 ). 

Dim. Sia ABE un poligono regolare; Se per i punti /, e K 
di mezzo de’ Ioti AB , BC si conducano su questi lati le perpen- 
dicolari 1Q, KO, il ponto d’incontro 0 sarà il centro del cer- 
chio che passa per i tre punti A , B, C ( n° 36 1 ); dico ora che 
questo cerchio passerà ancora pel punto D, vale a dire che 
OD=OC. Infatti i triangoli isosceli AOB , OBC sono uguali per- 
chè hanno i tre Iati respeflivamente uguali ; dunque 1 ’ angolo 
OBA = OBC, e la retta BO divide l’angolo B in due parti u- 
guali: ma l’angolo OBC — OCB', ed è poi l’angolo B=C, dun- 
que OC divide l’angolo C per mezzo , e quindi risulteranno u- 
guali i triangoli OCB , OCD avendo un angolo ugnalo compreso 
fra lati respetti vamenle Uguali. Laonde si avrà OD = OC, c nello 
stesso modo si dimostrerà che OD = ÙE — OF. 

Rimane a dimostrare che il cerchio descritto col centro in 0 
c col raggio 01 è iscritto nel poligono ABE ; ma ciò è manife- 
sto essendo le corde uguali AB , BC , CD, ec. equidistanti dal 
centro. Il che bisognava dimostrare. 

4o4- Scolio I. Il punto 0 , centro comune del cerchio iscrit- 
to e del cerchio circoscritto si considera ancora come centro del 
poligono regolare ; e per questa ragione gli a ngoii AOB , BOC, 
COD , ec. diconsi angoli al centro del poligono- E manifesto che 
tulli gli angoli al centro d'un poligono regolare sono uguali ira 
loro , e che il valore di ciascuno di essi si ottiene dividendo la 
somma di tutti gli angoli a! centro, ossia quattro .retti , pel nu- 
mero de’lati del poligono. 

4o5. Scolio II. Si noti ancora che se si divida la circonfe - 
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renza in un numero qualunque di parti uguali AB BC, CD, ec. 
( (ìg. 107 ), e si uniscano i punti di divisione A, B, C, ec.: con 
altrettante corde , il poligono iscritto ABCDEF sarà un poligo- 
no regolare. 

Infatti, essendo uguali gli archi AB, BC , CD, ec. saranno 
uguali le corde AB , BC, CD, ec. , come pure gli angoli ABC, 
BCD , CDE, ec. , perchè iscritti in uguali segmenti. 

Se dunque si sapesse dividere la circonferenza in quel numero 
di parti uguali che si vuole, si potrebbe iscrivere in un cerchio 
dato qualunque poligono regolare. Ora , questo problema non 
ammette soluzione generale , appunto perchè con la riga ed il 
compasso non si può dividere la circonferenza in qualsivoglia nu- 
mero di parti uguali. Ne’ seguenti problemi vedremo quali sono i 
poligoni regolari che si possono iscrivere in un cerchio dato , e 
per conseguenza circoscrivere; essendo queste due cose, come si 
vedrà , intimamente connesse fra loro. 

Problemi. 

4 0 6 . Problema 1 . Iscrivere un quadralo in un cerchio dato 
(fig. i° 8 ). 

Soluzione. Si conducano due diametri AC, BD che si taglino 
ad angoli retti, e si uniscano le estremità A, B, C, D colle cor- 
de AB, BC , CD, DA-, la figura ABCD sarà il quadrato iscritto, 
perchè essendo uguali gli angoli al centro, gli archi AB, BC ec. 
risultano uguali, e però il poligono sarà regolare ( n" 4ol> )• M 
che bisognava fare. 

407. Scolio. 11 triangolo ABO essendo rettangolo ed isoscele, 
ne risulta che il quadralo di AB è doppio del .quadrato di AO. 
Quindi si avrò AB* : AO 1 “2:1, ovvero ylB : AO \ l/V: 1 , 
vale a dire che il lato del quadralo iscritto sta al raggio come 
la radice quadrata di 2 sta all'unità. 

4 o 8 Problema II. Iscrivere un esagono regolare ed un trian- 
golo equilatero in un cerchio dato ( fig. 109). 

Soluzione . Supponiamo il problema risoluto, e sia AB un lato 
dell’esagono iscritto; se si tirino i raggi OA , OB, dico che il 
triangolo AOB ò equilatero. Imperocché, essendo per Ipotesi l’ar- 
co AB In sesta parte della circonferenza, sarà l’angolo al cen- 
tro AOB la sesta parte di quattro retti, o la terza di due retti; 
per conseguenza gli angoli A, B del triangolo isoscele AOB c- 
quivalgono insieme a due terze parli di due retti , e però cia- 
scuno di essi è la terza parte di due retti. Laonde il triangolo 
AOB k equiangolo, e quindi equilatero. Dunque il lato dell’esa- 
gono iscritto è uguale al raggio. Dal che ne segue che portando 
il raggio sei volle sulla circonferenza si avrà il poligono cercalo. 

Se ora si conducano le rette AC, CE, EA, il triangolo iscritto 
clic ne risulta sarà equilatero, dappoiché le rette accennate sono 
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le corde degli archi uguali ABC , CDE , EFA. Il che bisognala 
fare. 

4 og. Scolio. La figura ABCO essendo una losanga, sarà ( n° 
3 io ) il quadruplo quadrato di AB uguale alla somma dei qua- 
drati di AC, e di BO; ma AB=BO, dunque il quadrato di AC 
sarà triplo del quadrato di AB. Laonde se AB =. i , si avrà 
AC-= J/IT, vale a dire che. 

Il lato del triangolo equilatero iscritto sta al raggio Come la 
radice quadrata di 3 sta all'unità. 

4 .i o. Problema III. Iscrivere in un cerchio dato un decagono, 
un pentagono , ed un pentedecagono regolare ( fig. no). 

Soluzione. s°. Si divida il raggio AO in media ed estrema ra- 
gione nèl punto Jif ( n° 379 ) ; indi col centro in A e con un 
raggio = MO , ossia al segmento maggiore, si descriva un arco 
che tagli la circonferenza nel punto B , la corda AB sarà il lato 
del decagono richiesto. Infatti, si conduca il raggio OB. e la ret- 
ta BAI. E poiché per costruzione AO: OM ;; OM : MA , ed è 
MO — AB , si avrà AO: AB ; ; AB: MA, e quindi il triangolo 
ABO sarà simile (• n° 280) al triangolo AMB ; ina il primo è iso- 
scele, dunque lo è ancora il secondo, e sarà AB = BM = MO 
e per conseguenra il triangolo BMO risulterà pure isoscele. Laon- 
de l’angolo AMB esterno al triangolo MOB sarà doppio dell’an- 
golo 0 : ma l’angolo AM B = MAB = ABO: dunque il triangolo 
isoscele AOB è tale che ciascuno de' suoi angoli alla base é dop- 
pio dell’angolo al vertice, il quale sarà perciò la quinta parte di 
due retti, o la decima parte di quattro retti. Dunque l’arco AB 
è la decima parte della circonferenza, e la corda AB è il lato 
del decagono regolare iscritto. 

a°. Unendo di due in due i vertici del decagono regolare iscrit- 
to , si avrà evidentemente il pentagono rego'are iscritto, 

3 °. Finalmente se si adatti nel cerchio una corda AL uguale 
al lato dell’esagono, e, partendo dallo stesso puulo A, la corda 
AB uguale come qui sopra al lato del decagono , la corda del- 
l’arco BL sarà il iato del pentedecagono regolare. 

Infatti, essendo l’arco AL la sesta parte, o della circon- 
ferenza, e l’arco AB la decima parte, o della circonferenza, 
medesima, l’arco BL , differenza de’due archi accennali, sarà 
ovvero tì della circonferenza ; e per conseguenza la corda BL 
sarà il lato del pentedecagono richiesto. Il cne bisognava fare. 

4 n. Scolio. Un poligono regolare essendo iscritto nel cerchio, 
se si dividono gli archi sottesi dai suoi lati in due parli uguali, e 
si conducano le corde delle metà degli archi , si avrà un poli- 
gono regolare iscritto di un numero doppio di lati. 

Laonde il quadralo può servire ad iscrivere successivamente i 
poligoni regolari di 8, 16, 3 a , ec. lati: il decagono quelli di 
20, 4.0, 80, ec. lati; il pentedecagono quelli di 3 o , 60, 120, 
ec. lati. 
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PROPOSIZIONE CXXIV TEOREM J. 

4.12. Tl quadrato del lato del pentagono regolare iscritto è ti- 
gnale al quadrato del raggio più il quadrato del lato del deca- 
gono regolate iscritto net medesimo cerchio ( fig. 1 1 1 ). 

Dim. Sia ABCDE il pentagono regolare iscritto. L’ angolo al 
centro BOA è f di un retto ( n° 63 ) ; per conseguenza ciascu- 
no degli angoli OAB, OBA è } di un retto. Ora , se si divida 
l’arco BFA per metà, ciascuna delle corde BF, FA sarà un lato 
del decagono, e l’angolo al centro AOF sarà J di un retto. Ciò 
premesso, si divida l'arco FGA per mezzo nel punto G , e si 
conducano le rette OG , FM; ne risulterà il triangolo AFM iso- 
scele e simile al triangolo AFM. Infatti, le rette MA, MF sono 
uguali come oblique equidistanti dalla perpendicolare 0 G ( n® 
117 ); perciò l’angolo MFA=MAF=FAB~FBA , ed i trian- 
goli FMA, BFA sono simili, e danno la proporzione , 

AM : AF ; ; AF : AB , dalla quale si ricava 

AF = AMxAB. . . (1) 

Parimente il triangolo BOM, di cui due angoli OBM, BOM val- 
gono ciascuno | di un retto, è isoscele e simile al triangolo BOA 
che trovasi uelle medesime circostanze rispetto agli angoli OBA , 
OAB ; e quindi si ha la proporzione MB ; BO ; BO : AB , da 
cui si deduce 

~BO = MBX. 4 B . . (2). 

Aggiungendo tra loro le uguaglianze (1), e (a), si avrà che il 
quadrato di AF più il quadrato di BO è uguale ad AB molti- 
plicala per una sua parte AM, più la stessa AB moltiplicala per 
l’altra parte MB, vaie a dire ad AB moltiplicata per se stessa, 
ossia al quadrato di AB. Il che bisognava dimostrare. 

4.1 3 . Scolio. £ facile ora determinare il lato del quadrato, del 
triangolo equilatero , del decagono , c del pentagono , essendo 
dato il raggio AB ( fig. uà ) del cerchio , in cui quei poligoni 
devono essere iscritti. Infatti , se AB rappresenta il raggio del 
cerchio, s’innalzi ad esso la perpendicolare BC—AB, e si tiri 
AC; sarà questo il lato del quadrato. Sopra AC si alzi la per- 
pendicolare CD = AB , e si couduca DA, sarà questo il lato del 
triangolo equilatero iscritto , dappoiché il quadrato di AD risulta 
triplo del quadrato del raggio AB. Finalmente si divida il rag. 
gio AB in media ed estrema ragione nel punto E, e sia EB il 
segmento maggiore; questo sarà il lato del decagono, e la con- 
giungeute CE sarà il lato dei pentagono. 



Digitized by Google 




SEZIONE PIUMA 



io4 

PROPOSIZIONE CXXV TEORESI A. 

4 -i 4 . Essendo iscritto in un cerchio un poligono regolare , si 
può sempre circoscrivere al cerchio medesimo un poligono simir 
le. ( iig. 1 »3 ). 

Dim. Sia abd il poligono iscritto; si dividano gli archi ab, bc 
ecc. ciascuno in due parli uguali ne’ punti m. n, li,\l, r, c per 
questi punti si tirino le tangenti Ali, BC, CD, ecc. ; dico che il 
.poligouo ABI) formato dall’ incontro di queste taugeuti è simile 
ad abd. , 

Infatti , essendo uguali gli archi tnr . mn , ni, ecc., le loro 
corde sono pure uguali ; per conseguenza saranno uguali i trian- 
goli rAm, mi! 11, nCk, ecc., che hanno queste corde uguali per 
basi, e gli nugoli adiacenti uguali, perchè ciascuno di essi è for- 
mato da una- tangente e da una corda, ed ha per misura la metà 
di un arco uguale all'arco tnr ( u" 35 s ). Da questi triangoli iso- 
sceli ed uguali si ricava subito che le tangenti AB, BC, CD, ec. 
sono tutte uguali fra loro, come pure gli angoli A, B, C, ec. ; 
c però il poligono circoscritto sarà regolare e simile all’ iscritto 
( n° 4oi ). 11 die bisognava dimostrare. 

4 1 5 . Corollario, Se è dato il poligono circoscritto ABD , ti- 
rando le corde mr, mn, nk, ecc., il poligono iscritto che ne ri- 
sulta sarà simile al circoscritto. Parimente è facile vedere che se 
si dividono per metà gli archi mr, mn, nk, ecc. , e si congiua- 
gono i punti di mezzo a. 6 . c, ecc. , il poligouo abd clic ue na- 
sce è anche simile ad ABD. 

PROPOSIZtONE CXIVI — TEOREMA. 

. . 1 . > 

4 16. L’aja dun poligono regolare ha per mistira il suo pe- 
rimetro moltiplicato per la metà del raggio del cerchio iscritto 
(fig. 107 ). 

1* , . ■% . 1 . v , * . * t 

Dim. Imperocché, se dal centro O del poligono regolare ABE 
si conducano a tutti i vertici di esso le rette OA, OB , OC, ec., 
si dividerà questo poligono in tanti triangoli isosceli uguali, quanti 
sono i suoi lati. Ma l’aja di uno di questi triangoli AOB ha per 
misura la sua base AB moltiplicata per la metà della sua allea- 
la 01 , raggio del cerchio iscritto nel poligono ; dunque l’aja di 
quest'ultimo avrà per misura la somma delle basi de’ triangoli , 
cioè il suo perimetro moltiplicalo per la metà del raggio del cer- 
chio iscritto. 11 che bisognava dimostrare. 

4 > 7- Scolio. Si noti che il raggio 01 del cerchio iscritto pren- 
de ancora il nome di apotema del poligono regolare ; e che il 
raggio OA del cerchio circoscritto si chiama talvolta raggio del 
poligono regolare. 
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PROPOSIZIONE CZXVII — TEOREM 4. 

4.18. I perimetri de poligoni regolari d'ttn medesimo numero 
di lati stanno come i raggi de cerchi iscritti e circoscritti ; e le 
loro aje come i quadrati di questi medesimi raggi ( fig. 106 ). 

Dim. Sicoo ABD, abd due poligoni regolari dello stesso nume- 
ro di lati; e sieno AO, ao, i raggi dc’cerchi circoscritti, ed OH, 

. oh quelli de’ cerchi iscritti. 

Essendo l’angolo A— a, le loro metà, cioè gli angoli OAH, 
oah saranno uguali; e perciò risulteranno simili i due triangoli 
rettangoli OAH , oah, onde si avrà 

AH : ah ; ; AO .ao'.\ OH :oh, 

ed elevando a quadrato i termini di queste proporzioni sarà pure 

AH : ah \ \A 0 : ao \ \ OH :■ oh 
' Ma i perimetri de’ poligoni simili ABD , abd stanno come i lati 
AB, ab,, o come le loro metà AII, ah-, e le aje degli stessi po- 
ligoni stanno come i quadrati di questi medesimi lati , o delle lo- 
ro metà; dunque la proposizione enunciata diviene manifesta. Il 
clic bisognava dimostrare. 

CAPITOLO XV. 

DELLA MISURA DEL CERCMO. 

4.19. La trasformazione di un poligono in un triangolo equiva- 
lente ( n° 267), e quella di un triangolo in un quadrato equiva- 
lente ci ha dato il mezzo di ottenere la quadratura di un poli- 
gono qualunque. Rimane ora a vedere se si può trasformare 'il 
cerchio in un triangolo , e quindi in un quadrato equivalente ; 
dappoiché senza questa trasformazione sarebbe impossibile ottener- 
ne la misura. 



PROPOSIZIONE CIIVIII — LEMMA. 

4-2 ó. In un cerchio dato si può iscrirere c circoscrivere un 
poligono regolare che differisca dal cerchio medesimo di una 
quantità minore di qualunque data. 

Dim. i b . Nel cerchio dato (fig. n 4 ) s’iscriva il quadrato ABCD 
indi l’ottagono regolare AEKL, e condotta la tangente MN , si 
compia il rettangolo ABNM. Essendo il triangolo AEB metà di 
questo rettangolo, perchè ha con esso la stessa base e la stessa 
altezza, ed essendo il rettangolo maggiore del segmento ABE’, 
ne segue che il triangolo è più della metà del segmento. Quindi 
ciascun triangolo AEB, BKC, CLD, DOA toglie più della metà 

«4 
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«lai segmento corrispondente; e per conseguenza iscrìvendo i po- 
ligoni regolari di 16, 3 « , 64, eoe. , lati indefinitamente, si ve- 
de la possibilità ili arrivare ad un poligono tale ehe lo spazio 
compreso tra il suo perimetro e la circonferenza sia minore di 
qualunque quantità data. 

i°. Siene» AB, s/C ( fig . il 5 ) due lati del quadrato circoscrit- 
to , si divida l'arco BDC per mezzo nel punto D-, indi si condu- 
cano la tangente MN , e le rette BD, DA, DC : sarà /U IV un 
lato dell’ottagono regolare circoscritto. Ora. essendo BM=MD= 
D.'\=NC, ionie metà di lati dell'ottagono suddetto, se dallo 
largenti uguali AB, AC, si tolgano le parti ugnali MB, JVC , 
resterà AM = AiV ; e perciò nel triangolo isoscele AMN la ret- 
ta siD, ei e unisce il vertice A col punto rii mezzo della base , 
è pirpei dieolare alla b. se medesima. laonde l'Ipotcnusa AM è 
maggiore del calcio MI), ovvero di MB-, e per conseguenza an- 
che il triangolo AMD sarà maggiore del triangolo MBD , perchè 
questi due triangoli avendo la stessa altezza stanno Fra loro co- 
me le basi sl.ìl , MB. Similmente si dimostra elio il triangolo AND 
v maggiore del triangolo NCD , onde tutto il triangolo AMN è 
più della metà dello spazio compreso fra le due tangenti slB, AC 
e le duo corde BD , DC , e con più ragione dello spazio conte- 
nuto fra lo sle.se tangenti e l’arco BDC. Dunque il triangolo 
AMN toglie da quest’ultimo spazio più della metà, per cui ri- 
sulta evidente clic, se si circoscrivono i poligoni regolari di 16, 
32 , 64 , eoe. , lati iiidelinilamentc , si potrà arrivare a un poli, 
gono tale c! e differisca dal cerchio di una quantità minore di qua- 
lunque data li clic bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXIIX — LESISI J . 

4**i . lì i un cerchio dato se si raddoppia indef ultamente il ni. me- 
ra de' lati de' poltroni regolari iscritti e circoso itti si può sempre 
arrivare a due poligoni , i cui perimetri differiscono tra loro di 
una quantità minore di qualunque data , per quanto piccola si vo- 
glia ( llg. 1 1 5 ). 

Dim Sia BC un iato di un poligono regolare iscritto. Se si di- 
vida l’arco BDC in due parli uguali , e dal punto di mezzo D 
si tirino lo corde DB , DC , la somma di queste due cordo sarà 
maggiore della corda BC. Parimente se si divida l’arco BD por 
metà nel punto 0 , e l’arco DC anehe per metà nel punto E, 

<j si tirino le corde BO, OD, DE, EC, la somma di queste quat- 
tro corde sarà maggiore della somma delle due BD , CD. Divi- 
dendo ciascuno degli archi BO , OD , DE , EC in due parti 
uguali , c tirando ie corde, la somma delle otto corde, che ne 
risultano , sarà maggiore di quella delle quadro precedenti , e 
co i più ragione di quella delle due BD, CD. Dicasi lo stesso 
della somma di 16 , Sa , 64 , ecc. corde indefinitamente. 
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Da un’ altra parte si considerino le tangenti AB, AQ. che vo- 
110 lati del poligono circoscritto corrispondente all’ iscritto , che 
ha per lato BC ■ Or se ineulre alla conia BC si sostituiscono lo 
due corde uguali DB, DC si tiri IUN perpendicolare a DA, si 
sostituiranno alle due tangenti AB, AC le quattro tangenti uguali 
MB, MD, DIV, AÌC, che sono lati del poligono circoscritto cor- 
rispondente all’iscritto , che ha per lati BD DC-, e si è poi dimo- 
strato nella proposizione precedente che la somma di queste quat- 
tro tangenti è minore di quella delle due tangenti AB, AC. Quin- 
di alle quattro corde BO, OD, DB, EC corrispondono otto tan- 
genti, che prese insieme sono minori delle quattro precedenti, e 
con più ragione delle due AB- AC. Se dunque si raddoppia suc- 
cessivamente il numero delle tangenti, la som un di queste tangenti, 
qualunque sia il loro uuuicro, sarà sempre minore delle due AB, 
AC, ma maggiore della somma delle corde corrispondenti. Da ciò 
consegue che la lunghezza di ciascuna di queste tangenti , e di 
ciascuna di queste corde, a forza di raddoppiarne il numero, de- 
ve diminuire al di sotto di qualunque lunghezza data , dappoiché 
se non potesse diminuire al di sotto di uua certa parte K del rag- 
gio, il numero delle tangenti, c delle curdo potendo esser tanto 
grande quanto si voglia , la lunghezza K si troverebbe moltipli- 
cala per un numero cosi grande che si voglia, e per conseguen- 
za il prodotto , che ne risulterebbe, cioè il perimetro del poligo- 
no circoscritto, e quello dell’iscritto sarebbe maggiore di qualun- 
que lunghezza data, il che è assurdo. Infatti il primo è sempre 
minore del perimetro del poligono che ha per lati AB, AC, od 
il secondo è sempre minore del perimetro dal poligono circoscrit- 
io corrispondente. Dunque a forza di raddoppiare il numero dei 
lati de’ poligoni regolari iscritti e circoscritti si può arrivare a due 
poligoni , i cui perimetri differiscono di una quantità minore di 
qualunque data, li che bisoguava dimostrare. 

422. Corollario I. Con-ideraudo attentamente la dimostrazione 
precedente risulta manifesto che le lunghezze delle tangenti c 
delle corde non pos-ono avere altro termine della loro diminuzio- 
ne che lo zero, ovvero che il limite cui andrebbero a terminare 
i perimetri de’ poligoni iscritti e circoscritti sarebbe una linea cur- 
va , cioè la circonferenza del cerchio intermedio; dappoiché giunti 
al loro limite la riunione delle tangenti e delle corde deve for- 
mare una linea curva, essendo impossibile, in virtù della dimo- 
strazione precedente, assegnare sulì’una, o sull’altra riunione una 
lunghezza Unita che sia liuea retta. Ed ecco perchè si è stabi- 
lito dai geometri che 

La circonferenza del cerchio si può considerare coma il perime- 
tro di uri poligono regolare di un numero infinito di lati. 

423 . Coronario II. Dal corollario precedente si deduce evi- 
dentemente die 

La circonferenza del cerchio è maggiore del perimetro del po- 
ligono regolare iscritto , e minore del perimetro del poligono re- 
golare circoscritto. 
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Archi m*. lo assumo questa proposiziono come principio eviden- 
te, perchè gli antichi geometri evitavano scrupolosamente d’in- 
trodurre nelle loro dimostrazioni la considerazione dell’ infinito ; 
ma dalle cose dette precedentemente apparisce die senza questa 
considerazione è impossibile assumere come evidente il principio , 
di cui è parola (*). 

rnorosiziowE cixx — teorema . 

4-a4- Il cerchio è equivalente a un triangolo rettangolo , di 
cui un cateto rappresenta la circonferenza , e Poltro il raggio 
(fig. 1 1 3 ). 

Dim. Se è possibile, sia il cerchio mkl maggiore del triango- 
lo E. S’iscriva in questo cerchio un poligono regolare abed che 
differisca dal cerchio medrsin o di una quantità minore dell’ec- 
cesso del cerchio sul triangolo: tin tal poligono sarà esso pure 
maggiore' del triangolo. Ora, l’apoteina Ox è minoro del raggio 
Om, ed il perimetro abede è minore della circouferenza (n°4e3); 
e però l’aja del poligono, che risulta dal prodotto di due fattori 
più piccoli di quelli del triangolo (n°4<6)« è minore dell’aja 
del triangolo ( n° a55 ) : ma doveva esser maggiore , dunque il 
cerchio non può esser maggiore del triangolo. 

Supponiamo in secondo luogo che il cerchio sia minore del 
triangolo. I ir questa ipotesi, si circoscriva un poligono ABCD 
che differisca dal cerchio di una quantità minore dell'eccesso del 
triangolo sul cerchio; il poligono dovrebbe essere ancor esso mi- 
nore del triangolo, il che è altronde impossibile; dappoiché l’apo- 
tema Om è uguale al raggi», ed il perimetro è maggiore della 
circonferenza ( u* ) . per cui l’ aja del poligono ABCD devo 
essere necessariamente maggiore di quella del triangolo. Dunque 
il cerchio è 'equivalente al triangolo. Il che bisognava dimostrare. 

4a5. Corollario. Di qui si deduce evidentemente clic 

i°. Il cerchio ha per misura il prodotto della sua circonfe- 
renza per la metà del raggio. 

a". Due cerchi slatino fra loro come i prodotti delle loro cir - 



(*) In una lunga nota messa'in fiue del Catechismo di geometria so- 
lidi» abbiamo d scusso un t il argomento con quella estensione che con- 
venivasi alla sua grande importanza ; e ne abbiamo dedotto come conse- 
guenza irrefragabile che le dimostrazioni relative alla misura del cerchio . 
cd ai corpi rotondi dovevano esser fatte considerando il cerchio come po- 
ligono regolare di un numero infinit i di lati, mettendo da banda il prin- 
cipio di Archimede, il quale non serve ad altro se uou a mascherare 
fa considerazione dell’ infinito, senza poterla esc\uilercejfelhvamente essen- 
do lucrine alla natura del soggetto, cioè al passaggio dalle linee retto 
alle curve. Ciò non ostante abbiamo conservala anche in questa edizione 
la diluì strazione genuina di Ardi mede intorno alta misura del cerchio, 
| cr dure ai p. incipienti l’idea de! cosi detto metodo di esaustione . 
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conferenze per i rispettivi raggi , ovvero in ragion composta del- 
le circonferenze e de raggi. 

4a6. Scolio. Se dunque si sapesse rettificare la circonferenza, 
cioè trovare una retta uguale alla circonferenza di un cerchio 
dato , si potrebbe trasformare il cerchio in un quadrato equiva- 
lente. Vedremo in appresso che la rettificazione della circonfe- 
renza non si può ottenere che per approssimazione; e per conse- 
guenza il famoso problema della quadratura del circolo non si può 
risolvere rigorosamente. 

PROPOSIZIONE CXXXI — TEOREMA. 

427. I cerchi stanno fra loro come i quadrali de' raggi 
( Cg. 106 ). 

> 

Dim. S’è possibile, abbia il cerchio ABC al cerchio «io mag- 
gior ragione che il qnadrato del raggio AO al quadrato del rag- 
gio ao. Nel cerchio ABC s’iscriva un poligono regolare ABCDE 
che differisca dal cerchio medesimo di una quantità tale , che la 
ragione del poligono al cerchio ale sia anche maggiore di quella 
de’ quadrali AG 1 , ao \ indi s’iscriva nel cerchio abe un poligo- 
no abede simile al poligono ABCDE. Per ciò che si è dimo- 
strato (n° 4 i 8 ), la ragione de’ poligoni ABCDE , abede è uguale 
a quella de' quadrati AO % «0% e potrà sostituirsi ad essa: e poi- 
ché la ragione del poligono ABCDE al cerchio abe era maggio- 
re di quella de’ quadrati, sarà maggiore ancora di quella de po- 
ligoni. Dunque delle due ragioni che una medesima grandezza 
ABCDE serba a due grandezze disuguali ( il cerchio abe ed il 
poligono abede ) , è maggiore quella che serba alla grandezza 
maggiore; il che è assurdo. 

Se si volesse supporre la ragione del cerchio ABC al cerchio 
abe minore di quella dei quadrati AO *, ao 2 ne risulterebbe che 
la inversa , del cerchio abe al cerchio ABC sarebbe maggioro 
della ragione di 00* ad AO ; la quale supposizione col ragiona- 
mento precedente si è mostrata impossibile. Dunque i cerchi 
stanno fra loro come i quadrati de raggi. Il che bisognava di- 
wioslrare. 

428. Corollario I. Essendo il diametro doppio del raggio, ne 
risulta che » cerchi stanno fra loro come i quadrati de’ diametri, 

429. Corollario II, Essendo ( ù° 4 ®!» ) due cerchi ABC , abe 
in ragion composta delle circonferenze C, c, e de’ raggi R y r , 
si avrà 

ABC : abe \ \ CXll : cXr 
ma si è dimostralo qui sopra, 

ABC : abe ; ; li* : r“ ; dunque si avrà 
CxB : cXr \ I R * : r“ , ossia ( u° 227 ) C : c R : r; 
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la quale proporzione corrisponde al teorema che, le circonferen- 
ze de'cerchi stanno fra loro come « raggi ; e per conseguenza 
anche come i diametri. 

PROPOSIZIONE CXXXII —TEOREMJ. 

43 0, II settore ha per misura il prodotto del suo arco per la 
metà del raggio ( lig. 116). 

Dim. Col ragionamento fatto- nel ( n° 34-x ) si può dimostrare 
che in un medesimo cerchio, o in cerchi uguali, il settore ACBM 
sta al settore ECDN come l’arco AMB all’arco END. Ora, se 
l’arco END è un quadrante , il settore ECDN sarà la quarta 
parte del cerchio; per conseguenza il settore ACBM sia a 4 Pol- 
le il settore ECDN . ovvero al cerchio intero, come l'arco AMB 
a 4 volte l’arco END , ossia alla circonferenza. Si ha dunque la 
proporzione Settore : cerchio II are. AMI! : circonferenza , dalla 
quale, moltiplicando i termini della seconda ragione p<r la metà 
del raggio AC, risulta, settore : cerchio i! aie AJIBX j AC : 
circonfX^ AC ; c poiché i due conseguenti sono uguali, saran- 
no uguali auche gli antecedenti ; onde il settore ha per misura 
il suo arco moltiplicalo per la metà del raggio, li che bisogna- 
va dimostrare. 

43 1. Scolio. In due cerchi differenti , si chiamano archi simili, 
settori simili , segmenti simili , quelli che corrispondono ad angoli 
al centro uguali. Così l’angolo 0 ( lig. 106 ) essendo uguale al- 
l’angolo o, l’arco AMB è. simile all’arco amò, il settore AOB.U 
simile al settore aobm, ed il segmento ABM al segmento aòm. 

PROPOSIZIONE CIXXIII TEORESI J. 

43z . Gli archi simili stanno come i raggi, ed i settori simili 
come i quadrati di questi medesimi raggi ( lig. ioti ). 

Dim. Sieno gli archi simili AMB, amò, ed i settori simili AOBM 
aobm ; sarà l’angolo 0 uguale all’angolo o. Ora, l’angolo Osta 
a quattro angoli retti come l’arco A.UB sta alla circonferenza iu- 
tera ( n° 34i ) , ed allo stesso modo l’angolo o, ovvero O, sta a 
quattro retti come l'arco amò alla circonferenza; dunque gli ar- 
chi AMB, amò stanno come le circonferenze di cui fan parte , 
ovvero come i raggi AO. ao. Per la medesima ragione i settori 
stanno come i ceretti , ossia come i quadrali dc’raggi AO, ao. Il 
che bisognava dimostrare. 

Della rettificazione dc’la circonferenza e degli archi 
del cerchio. 

433. Se si dinotano con C e C due circonfi. raizc, e con II a 
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!{' 1 loro raggi , ! diametri saranno 2 li , e ili' , ed io virtù del 
teorema^ 9 ), s, avrà zìi: zìi' , e permutando C: 

zR .. C : R' , ovvero ( n° 182 ) 

C C' 



ufi 2 R 

Quindi apparisce che 

Il rapporto di una circonferenza al suo diametro è costante 
ossia è lo stesso per qualunque cerchio. E però se questa quan- 
tità costante Tosse determinata , si avrebbe la rettificazione della 
circonferenza di un cerchio dato moltiplicando il suo diametro 
per la suddetta quantità costante. 

Si rappresenta comunemente con la lettera greca ir il rappor- 
to della circonferenza al diametro. Laonde moltiplicando ir per 'ili, 
il prodotto zirli rappresenterà la circonferenza del cerchio, il cui 

t /T 

raggio è lì, poiché essendo ir= , si ha 2 irR = C. In conse- 

2 R 

guenza di ciò, se si moltiplicherà la circonferenza 2 irR per la me- 
tà del raggio, il prodotto irli a dinoterà il cerchio che ha R per 
raggio vale a dire che 

Il cerchio è equivalente al quadrato del suo raggio moltipli- 
calo per ir ; e la circonferenza al doppio del raggio moltiplica- 
lo per lo stesso numero. 

Se dunque si potesse assegnare il valore esalto di ir, si avreb- 
be la rettificazione della circonferenza , e quindi la quadratura 
esatta del circolo : ma ciò non può ottenersi essendo stato dimo- 
stralo dal sommo geometra tedesco Lambert che il rapporto della 
circonferenza al diametro è incommensurabile. Adunque non si 
può ottenere il valore di ir che per approssimazione. Archimede 
fu primo ad occuparsi di una così importante ricerca, ed assegnò 
per valore approssimativo di ir la frazione —■ j vale a dire che 
posto il diametro ugnale a 7 , la circonferenza sarà approssima- 
tivamente uguale a 22. Questa approssimazione basta in quasi 
tulle le applicazioni della geometria alle arti. Un rapporto assai 
più approssimativo di quello di Archimede è dovuto ad Adriano 
Alezio geometra Olandese, che trovò ir = s -£2!_ . Finalmente si è 

avuta la pazienza di spingere l’approssimazione ^ u0 a I 4 ° c *~ 
fre decimali, delle quali le prime dieci sono 
ir = 3 , i4i5926b3b. 

Una tale approssimazione basta per le applicazioni le più deli- 
cate della geometria ai problemi di Astronomia, di Meccanica, 
ece....' Laonde la quadratura csatla del circolo non avrebbe alcun 
vantaggio reale sulla quadratura approssimativa, di cui parliamo. 
Passeremo ora ad esporre uuo de’ procedimenti più elementari , 
coi quali si è giuuto a trovare il valore approssimativo di ir. 
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PROroSIZIONE CXXXIV — LEMMA. 

4-3-4.. Essendo dati i raggi r ed R de' cerchi iscritto e circo- 
scritto ad un poligono regolare , trovare i raggi r' ed R' dei cer- 
chi iscritlo e circoscritto ad un poligono regolare isoperimetro , 
cioè di equivalente perimetro , ma di un doppio numero di lati 
( Gg- 1 1 7 )• 

Soluzione. Sia AC il lato del poligono dato, 0 il suo centro, 
B il punto di mezzo di AC-, si avrà Oli = r , ed OA — lì. Si 
prolungiii Oli lincliè sia OD=OA, e si tirino le rette DA, DC. 
Il triangolo A OD essendo isoscele, sarà l’angolo OAD — ODA ; 
por conseguenza l’angolo esterno AOB è doppio dell’angolo in- 
terno opposto ODA\ similmente si dimostra che l’angolo BOC è 
doppio dell’angolo ODC , per cui l’angolo AOC sarà doppio di 
ADC. Di qui si deduce che l’angolo ADC equivale all'angolo al 
centro di un poligono regolare che ha un numero di lati doppio 
di quello del poligono proposto. 

Ciò premesso, dal punto 0 si abbassi sopra AD la perpendi- 
colare 01, che dividerà AD per mezzo uel punto I , perchè il 
triangolo ylOD è isoscele. Ora conducendo IH parallela ad AC 
si ha IH : AC\‘. ID-.AD-, dunque III ò metà di AC-, e Quindi 
IH è il lato di un poligono regolare isoperimetro al poligono 
proposto e di un doppio numero di lati. E di più, si potrà con- 
siderare il punto D come il centro di questo poligono, in cui si 
avrà DM=r > , c DI=R‘. 

Ora per la simiglianza de’ triangoli IMD, ABD si ha 
DM : DB ; t Dii DA ; dunque DM è metà di DB-, è poiché 
BD = BO-\-OD , cd OD — OA, si avrà 

r-hR 




vale a dire che il raggio r 1 è medio proporzionale aritmetico fra 
i raggi r ed R. 

Inoltre nel triangolo rettangolo OID essendosi abbassata dal 
vertice dcU’nngolo retto la perpendicolare IM sulla ipotenusa , 
sarà DI inedia proporzionale geometrica fra DO, è DM, ovvero 
fra AO e DM. Quindi si avrà 

R'=]/r'Xl{. .... (a). 

Ed ceco trovati i raggi de’ cerchi iscritto e circoscritto al poligo- 
no isoperimetro al proposto e di un doppio numero di lotti; Il che 
bisognava fare. .&■'***' ' 



* PB0P0SIZI0NE CXIXV PROBLEMA. 

435. Assegnare il rapporto approssimativo della circonferen- 
za al diametro ( Cg. 1 18 ). 
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Soluzione ■ Giusta il principio di Archimede ( n°4‘33), la cir- 
conferenza del cerchio circoscritto ad un poligono regolare è mag- 
giore del perimetro del poligono medesimo , mentre la circonfe- 
renza del cerchio iscritto è minore di quello stesso perimetro. 
Quindi risulta manifesto che la circonferenza, la quale fosse ugna* 
le al suddetto perimetro, do Vrebb’ essere compresa fra le due cir- 
conforenze summentovale,- e poiché le circonferenze stanno come 
i raggi, si conchiuderà che il raggio di questa terza circouferen- 
za dev’essere compreso fra i raggi de* cerchi iscritto e circoscrit- 
to al poligono. 

Ciò premesso , si prenda per punto <Ji parlcuza un quadrato , 
di cui un lato AC sia uguale a 2 ; il perimetro sarà 8; e si vuol 
trovare il raggio di una circonferenza di questa lunghezza, ossia 
della circonferenza isoperimetra. Il centro del quadrato trovasi nel 
punto 0 d’intersezione delle due diagonali; quindi il raggio del 
cerchio circoscritto è OA , e quello dell’iscritto è la perpendico- 
lare OD abbassata dal centro 0 sul lato AC, che resta diviso 
per metà nel punto B. Ora essendo OB = AB, il raggio del cer- 
chio iscritto sarà uguale ad 1 ; ed il raggio AO del cerchio cir- 
coscritto sarà uguale alla radico quadrala di 2, ossia l/a - , per- 
chè il triangolo ABO è rettangolo ed isoscele ( n° 3 oi) ). Dunque il 
raggio del cerchio, di cui la circonferenza è 8 è compreso tFa i 
e 1/^2. 

Ciò posto, se nell’ espressioni (1), e (2) della proposizione pre- 
cedente si ponga 1 in luogo di r, e 1/2 - in luogo di B, si a- 
vranno i valori di r' , e B' , cioè dc’raggi de’ cerchi iscritto e 
circoscritto all’ ottagono regolare, di cui il perimetro è 8. Se si 
mettono questi nuovi valori in vece di r , e B nell’ espressioni 
citate (1), c (2), i valori che risulteranno, dinoteranno i raggi 
de’ cerchi iscritto e circoscritto al poligono regolare di 1G lati, di 
cui il perimetro è 8. Proseguendo in questo modo , allorché si 
sarà giunto al poligono di 4096 lati , il raggio del cerchio iscrit- 
to sarà espresso da 1,278239, e quello del circoscritto da 1,2- 
73239. Quindi si vede che per un poligono di 4^96 lati , di cui 
il perimetro è 8, la differenza tra i raggi de’ cerchi iscritto e cir- 
coscritto è minore di una unità della sesta cifra decimale. Ora 
essendo il lato del quadrato circoscritto a un cerchio uguale al 
diametro, ne seguo che la circonferenza di un cerchio qualunque 
è sempre minore del quadruplo del diametro, ovvero di 8 vòlte 
il suo raggio. Laonde la differenza tra le circonferenze de’cerchi 
iscritto c circoscrillo al poligono di 409G è minore di 8 unità 
del sesto ordine decimale, e perciò minore di una unità del quin- 
to ordine. Limitandoci a questa approssimazione, si può prende- 
re il perimetro costante de’ poligoni, che si è supposto uguale ad 
8, per una di queste due circonferenze, dappoiché esso è com- 
preso fra loro, vale a dire per la circonferenza di cui il raggio 
e 1,273239. Quindi una circonferenza uguale a 8 ha il raggio 
uguale ad 1,273239. 11 rapporto tra questa circonferenza ed il 
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suo diametro, ovvero il rapporto tra la semicirconferenza ed il 
raggio è dunque 

4 . Aoooooo n >v 

z__ , ossia — = 3, i4«&9- 

■ , ajSa 39 1273*39 

Perciò limitando l’approssimazione a cinque cifre decimali si ba 
r = 3, i4'5g. 

436. Scolta. I.a rettificazione dpgii archi di cerchio si deduce 
facilmente da quella della circonferenza, premettendo che la cir- 
conferenza si suole dividere da’ geometri in 36o parti uguali, che 
si chiamano gradi, cd ogni grado in 60 minuti, ed ogni minuto 
in 60 secondi. 

Per indicare un arco di un dato numero di gradi, minuti, e 
secondi, per esempio, di 48 gradi, 35 minuti, e a 4 secondi , 
si scrive 48* 35' a4°. Ciò posto, se si dinoti con A la lunghez- 
za d’un arco, con N il numero de’ gradi, minuti, e secondi di 
cui si compone, e con C la lunghezza della circonferenza alla 
quale appartiene, si avrà evidentemente: 

A: C\\N-, 36o\ 



da cui si ricava A es- 



CxN 



9 



36 o° 



vale a dire che per avere la lunghezza d’un arco, convien mol- 
tiplicare quella della circonferenza cui appartiene pel numero dei 
gradi di cui sr compone, e dividere il prodotto per 36o- 
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